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Mecanica cuantica moderna

No tengo ninguna duda en decir que, desde
el punto de vista filoséfico, yo no creo en la
existencia real de los dtomos —tomando esta
palabra en su sentido literal— como una par-
ticula indivisible de materia. Espero que algun
dia encontremos, para lo que llamamos dtomos,
una representacion mecdnico-matemdtica que
nos pueda explicar el peso atomico, la valen-
cia y otras de las numerosas propiedades de
los llamados dtomos.

F. A. KEKULE (1867)
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6.0 INTRODUCCION

En capitulos precedentes hemos desarrollado los hechos ocurridos en el campo
de la teoria cuantica de 1900 a 1925. A las aportaciones en este primer periodo
se les ha dado el nombre de «vieja teoria cudntica». En estos afios, aunque el
desarrollo de la teoria fue rdpido, no pudo sistematizarse. Hemos visto, por
ejemplo, que en el campo de los atomos se logrd un desarrollo tedrico formal
para el del hidrogeno, pero solo con la ayuda de la espectroscopia pudieron
encontrarse relaciones empiricas validas para los demds, nuevos numeros
cudnticos y hasta el principio de exclusion.

En este capitulo abordamos el segundo periodo de desarrollo de la teoria
cuantica. Este parte, en 1923, con la hipotesis dual de Louis de Broglie, que
tratamos en la seccién 6.1. La seccién 6.2 es un interludio fisico-matematico
para relacionar al lector con el movimiento ondulatorio, que tiene por objeto
desembocar, en la seccion 6.3, en la mecdnica cudntica ondulatoria desarrollada
por Schroedinger. A continuacion, en la seccién 6.4, abordamos la interpreta-
cién del cuadrado de la funcién de onda e, inmediatamente, entramos en una
descripcion de los problemas interpretativos de la mecdnica cudntica, en la
seccion 6.5. Finalmente, la Gltima seccion se dedica a varios ejemplos simples
de solucién de la ecuacion de Schroedinger, donde lo aprendido en las
secciones precedentes pierde su caracter abstracto ante la aplicacion.

6.1 NUESTRA CONCEPCION DUAL
SOBRE LA NATURALEZA DE LA MATERIA

Con el capitulo anterior arribamos al inicio de la tercera década de este siglo,
los afios de 1920. Veinticinco afios antes habia sido descubierto el electron, y
éste seguia siendo considerado como una particula material.

Como veremos en el curso de este capitulo, en esa misma década habria de
modificarse de raiz nuestra concepcion acerca de la naturaleza del. electron vy,
en general, de todas las particulas del microcosmos. Por lo pronto, en esta
seccion presentamos la proposicion de De Broglie (Sec. 6.1.1) y su posterior
verificacion experimental (Sec. 6.1.2). En efecto, hoy no tenemos la menor duda
de que los electrones no siguen el comportamiento de las particulas clasicas.
Existe una abrumadora evidencia experimental de que, bajo ciertas condicio-
nes, su comportamiento se asemeja al de las ondas, mientras que en otros
casos guarda mas similitud con el de los corpisculos clasicos.

El problema para describir la naturaleza real de los electrones es que no
contamos con un simil macroscopico de ellos. Nada en nuestro mundo
cotidiano presenta tan extrafio comportamiento. Por ello, hemos tenido que
recurrir a dos descripciones que nos son comunes: la de un corpuscuio y la de
una onda.
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No es vilido, por tanto, asegurar que el electrén ES un corpusculo y una onda, que
tiene una naturaleza dual. Creemos mds adecuado reconocer que la dualidad existe en
nuestra concepcién de los electrones mas que en el electron mismo, lo que es
enteramente diferente.

6.1.1 La hipétesis de De Broglie. Ondas piloto

Para empezar, resumamos brevemente cual fue el derrotero que sufrid la
concepcion acerca de la naturaleza de la luz. Este dilema se prolongd durante
siglos. Newton consideraba que la luz estaba compuesta de corpusculos que
viajaban muy rapidamente, pero al iniciarse el siglo x1X los experimentos de
interferencia, realizados por Thomas Young (1773-1829), mostraron su natura-
leza ondulatoria. Ello fue confirmado con la teoria electromagnética de
Maxwell y su posterior verificacion experimental, por Hertz, en 1889.

Como analizamos en el segundo capitulo (Sec. 2.9), esta ultima interpreta-
ci6n habria de modificarse en este siglo con la proposicion de Einstein sobre el
cuanto de luz, en 1905, y la demostracién experimental de Compton, en 1923,
respecto al caracter corpuscular de los fotones, cuya cantidad de movimiento
resultd ser la prevista por la teoria, o sea,

py = hl4. (6-1)

Entonces, la luz parecia satisfacer dos conjuntos de propiedades: las de los
corpusculos y las de las ondas, aunque uno y otro parecian estar en conflicto
mutuo®. Desde ¢l punto de vista tedrico, era necesario conjuntar el enfoque
corpuscular y el ondulatorio, pues era inexplicable el «caprichoso» comporta-
miento de la luz en su interaccion con la materia.

Un primer intento de unificacion para explicar las interacciones radiacion-
materia fue ideado en 1923 y presentado en enero de 1924 por Niels Bohr,
Hendrik Anton Kramers (1894-1952) y John Clarke Slater (1900-1976). Este
trabajo, que rechazaba la existencia del foton, fue escrito antes del descu-
brimiento de Compton. Estos autores pretendian «arribar a una descripcion
consistente de los fenémenos dpticos, conectando los efectos discontinuos que
ocurren en los dtomos con el campo continuo de la radiacion». No nos detendre-
mos aqui a analizar la teoria de Bohr y colaboradores, pues estaba equivocada,
como pronto fue demostrado. Con este fracaso, Bohr comento:

«..uno debe estar preparado para el hecho de que la generalizacion que
requiere la teoria electrodindmica cldsica demanda una profunda revolucion en
los conceptos sobre los cuales ha descansado. hasta ahora. nuestra descripcion
de la naturaleza.»

! En este punto, se recomienda al lector releer la seccion 2.9.5.
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Louis VICTOR DE BROGLIE (1892- ).
(Tomada de Hecht, Physics in Perspective,
© 1980. Addison-Wesley Publishing Co.
Cortesia de French Embassy, Press and
Information Division, Nueva York.)

Result6 ser que el paso revolucionario que Bohr citaba se habria de dar en
la mecanica y no en la optica. El responsable fue el cientifico francés Louis
Victor de Broglie (1892- ).

De Broglie iba a entrar a la Sorbona para estudiar historia medieval
cuando la primera guerra mundial lo hizo alistarse en el ejército, donde
participé en una unidad de radio-comunicaciéon. Ello cambié su vida y, en
1919, se unio al laboratorio de fisica encabezado por su hermano Maurice de
Broglie (1875-1960), donde se dedicaria a experimentar con rayos X.

De 1919 a 1923 realizé6 multiples investigaciones, contribuyendo a aclarar la
naturaleza de la radiacion electromagnética. La propuesta que le valio recibir el
premio Nobel de fisica fue enunciada en 1923, en dos breves escritos enviados
a la Academia Francesa de Ciencias, que, posteriormente, incorpord en su tesis
doctoral, en 1924. Dejemos que €l mismo nos relate su proposicion:

«Después de un largo periodo de soledad y meditacion, tuve subitamente la
idea, durante el afio de 1923, de que el descubrimiento hecho por Einstein en
1905 debia generalizarse, extendiéndolo a todas las particulas materiales y, en
particular, al electron.»

Como vemos, su idea era francamente revolucionaria, pues implicaba
extender la concepcion dual onda-corpusculo, valida para la luz, a las hasta
entonces consideradas particulas materiales, como el electron. jPero qué tipo
de movimiento ondulatorio estaba relacionado con los electrones? Después de
analizar las similitudes entre la optica geométrica y la mecdnica cldsica, De
Broglie concluyoé que el movimiento de las particulas materiales debia estar
guiado por una onda asociada, que denomind onda piloto. La cantidad de
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Figura 6.1 Onda piloto para el mo-
vimiento de una particula en un seg-
mento de recta. La onda en (a) man-
tiene su nodo fijo y oscila entre las
posiciones 1 y 2 con el tiempo. Esta
es una onda estacionaria. En (b), la
onda no tiene un extremo fijo a la
distancia. Una onda de este tipo no
puede «guiar» el movimiento de la
particula.

movimiento, p, de la particula y la longitud de onda, A, de la onda piloto
estarian relacionadas por una ecuacién idéntica a la de la luz (6-1), es decir,

4= hip (6-2)

Aunque no lo parezca, en (6-2) estan contenidas las reglas de seleccion de
Sommerfeld y Wilson, a las que ya hemos hecho referencia en la seccion 3.4.1,
lo cual ejemplificamos inmediatamente.

Ejemplo 6.1 A partir de la relacién de De Broglie, alcance el resultado del ejemplo 3.6
para la energia de una particula que se mueve en un segmento de recta de longitud a.

En la figura 6.1 s ilustra el hecho de que la onda piloto ascciada al movimiento
de la particula debe ser una onda estacionaria, similar a la que se presenta en una cuerda
fija por sus extremos al oscilar.

Es claro que una onda estacionaria debe presentar un numero entero de medias osci-
laciones en el segmento de recta, como se observa en la figura 6.2.

A=2a A=a A=4%a

Figura 6.2 Perfiles de ondas estacionarias en un segmento de recta.
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Entonces, en general, la relacion entre a y 4 es

nA
a=—
2

;o on=123,... (6-3)

donde puede observarse la aparicién de un niimero cuantico.
Despejando A de (6-3) y sustituyéndola en la relacion de De Broglie (6-2), obtenemos

2a  h

nop
Despejando la cantidad de movimiento de la particula
nh

p=-— : n=123,... (6-4)
2a

hemos obtenido una condicion de cuantizacion para p. Empleando la definicion de la
energia cinética y (6-4) alcanzamos

E=—=i—=——— ; n=123,.. (6-5)

que es idéntica al resultado de aplicar las reglas de cuantizacion, lo que queriamos
demostrar.

PROBLEMA 6.1 Calcule los tres primeros valores de la energia de un electron en un
segmento de longitud de 1 A.

Respuesta E; =6 al, E, =24 aJ, E; = 54 al, .., E, = 6n* al.

Ejemplo 6.2 Obtenga la cuantizacion de Bohr (muvr = nh/27) para el movimiento
orbital del electréon en el atomo de hidrogeno. Emplee (6-2) y la condicion de onda
estacionaria.

Solucion En este caso, como se muestra en la figura 6.3, solo se obtienen ondas piloto
sin interferencia cuando dentro del perimetro de la érbita quepan una o mas longitudes
de onda completas, es decir,

2nr=ni ; n=123,... (6-6)

Despejando 4 de (6-6) y sustituyendo en (6-2), tenemos

2nr h

n P

Ya que p = mwv, mediante un rearreglo simple se obtiene la ecuacion de cuantizacion

de Bohr (3-37):
h
mor=nl—1] ; n=123,..
2r
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Figura 6.3 Ondas estacionarias en un circulo. La amplitud de la onda se ha colocado
en un eje perpendicular al plano de la orbita. Se muestra sélo el perfil de la onda, la
cual evolucionaria con el tiempo, manteniendo sus nodos fijos y oscilando por encima y
por debajo de la érbita.

Ejemplo 6.3 Calcule la longitud de onda asociada al movimiento de:
a) una pelota de béisbol con m = 140 g y v = 200 km/h, y
b) un electron a una velocidad de 10® m/s.

Solucion
a) De (6-2),

En este caso,

km /10° m 1h m
v=200— =555—
h \\1km /\3600s S

6.626 x 1073 J s )
A= T -85 x 107 m

(0.14 kg)<55.5 ?)

de donde

b) Para el electron,

6.626 x 1073%J-s
A= =728 x 1071°m = 7.28 &,

(9.101 x 1073 kg)<10° T)
S

longitud de onda que corresponde a la de los rayos X en el espectro
electromagnético.

PROBLEMA 6.2 Una particula se mueve a una velocidad de 1 m/s. La longitud de onda
de De Broglie para la misma es de 3.96 x 107° cm. Encuentre la masa de la particula.

Respuesta m = 1.673 x 1072* g. Puede tratarse de un protén o neutrén.,
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PROBLEMA 6.3 Calcule la longitud de onda de De Broglie para un electrén en la
segunda oOrbita de Bohr para el dtomo de hidrégeno.

Respuesta 4 = 6.64 x 1071°m = 6.64 A.

PROBLEMA 64 En un acelerador de particulas se¢ ha conseguido que un proton
{(m, = 1.6726 x 10727 kg) alcance una energia cinética de 31.5 GeV = 31.5 x 10° eV.

a) Transforme esta energia a joules.

b) Calcule la velocidad del proton mediante la férmula cldsica para la energia

cinetica.

¢) Obtenga la longitud de la onda piloto de De Broglie.
Respuesta

a) 5047 x 107°]

b) 2456 x 10°m/s

c) 161 x 107 m = 161 am

6.1.2 Evidencias experimentales del comportamiento ondulatorio
de la materia. Difraccién de electrones

Einstein y De Broglie propusieron, casi simultineamente, la confirmacién experimen-
tal de la hipétesis de las ondas piloto. Si fuera cierto que un movimiento ondulatorio
estaba asociado a las particulas, éstas deberian presentar patrones de interferencia y
difraccion similares a los de la radiacién electromagnética.

Era bien sabido que para que una rejilla lograse difractar a una onda, la
separacion entre sus incisiones deberia ser del orden de la longitud de la onda
incidente. Ya que la longitud de onda para los electrones, segiin De Broglie, es
inversamente proporcional a su masa, la deteccion experimental de la difrac-
cion solo seria factible usando como dispersores a los atomos de un cristal,
pues estan separados entre si algunos angstroms.

PROBLEMA 6.5 Se desea disefiar un experimento para corroborar que los electrones
pueden difractarse. Se pretende emplear un cristal de cloruro de cesio como «rejilla», en
el que la menor distancia entre iones es de 3.5 A. (A qué velocidad deben bombardearse
los electrones para que su longitud de onda coincida con este parametro de la malla
cristalina?

m
Respuesta v = 2.08 x 10° —
s

En 1927 culminaron los experimentos realizados para confirmar o refutar la
hipétesis de De Broglie en cuanto a la difraccion de electrones.
Por una parte, Cinton Joseph Davisson (1881-1958) y Lester Halbert

Germer (1896- )?, estadounidenses, empleando como blanco un cristal de niquel,
obtuvieron patrones de difraccion como ¢l que se muestra en la figura 6.4.

% Afios antes, estos autores habian obtenido los mismos resultados, los cuales debieron aguar-
dar la hipétesis de De Broglie para poder ser interpretados.
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Figura 6.4 Patron de difraccion electronica pa-
ra una muestra policristalina de cloruro de te-
luro. ( Cortesia de A. J. Ardell, trabajo de inves-
tigacion no publicado.)

Independientemente, en Inglaterra, George Paget Thomson (1892-) (hijo de
J. J. Thomson), empleando laminas metalicas delgadas, alcanzé resultados
similares (véase Fig. 6.5).

En ambos experimentos se confirmé cuantitativamente que la difraccién observada
para los electrones era consistente con la relacién /i = h/p.

CLINTON JOSEPH DAVISSON (1881-1958), GEORGE PAGET THOMSON (1892- ).
y LESTER HALBERT GERMER (1896- )- ( Propiedad de AIP Niels Bohr
( Propiedad de AIP Niels Bohr Library.) Library, W. F. Meggers Collection.)
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Figura 6.5 Difraccion electrés-
nica producida por una lamina
delgada de oro. [Tomada J. C.
Slater, Concepts and Develop-
ments of Modern Physics. Cor-
tesia de G. P. Thomson y O. Ol-
demburg. 1970, Dover Publica-
tions, Nueva York. ( Reimpre-
sion del libro Modern Physics,
1955, McGraw-Hill. )}

De Broglie recibié el premio Nobel en 1929. Por su parte, Davisson y
Thomson? lo merecieron en 1937.

En la figura 6.6 presentamos un patrén de difraccion caracteristico de los
rayos X, donde puede apreciarse su similitud con el de los electrones.

No puede caber la menor duda, después de observar las figuras 6.4 y 6.5, de
que los electrones se comportan como ondas en este tipo de experimentos. A
partir de este descubrimiento se genera la Optica electronica, que condujo al
desarrollo del microscopio electronico en la década de 1930. Este aparato
amplia en mil veces el campo visual en comparacion con el microscopio de luz.

Figura 6.6 Patron de difraccion de rayos X
producido por el aluminio policristalino. ( Cor-
tesia de Education Development Center, Inc.,
Newton, Mass.)

¥ Paraddjicamente, quien descubre que los electrones «som» corplisculos y obtiene el premio
Nobel por ello. tuvo un hijo que también lo recibié por demostrar que los electrones «son» ondas.
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Figura 6.7 Imagen de una punta de iridio metalico obtenida mediante la técnica de
ionizacion de atomos de helio por un campo eléctrico. (Microscopia de ionizaciéon por
campo, MIC.) (Foto del profesor E. Muller, Pennsylvania State University. Tomada de
P. Atkins, Physical Chemistry, 2.* ed., Oxford University Press, 1982.)

Con electrones muy veloces podrian observarse, en teoria, detalles hasta de
0.1 A. Sin embargo, no han podido resolverse tecnologicamente los problemas de
aberracion cromatica que se presentan. A pesar de ello, mediante técnicas
modernas de microscopia, se han logrado fotografias como la de la figura 6.7.
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No obstante que la evidencia experimental es copiosisima e irrefutable, no
resulta simple «asimilar» que electrones, neutrones, protones, atomos, molécu-
las, etc., se comporten como ondas. Asi, nos vemos obligados a aceptar que el
comportamiento dual onda-corpusculo es una categoria fundamental en el
microcosmos. Si los electrones, por ejemplo, se comportan de una manera
«extrafia», es porque obedecen reglas muy fuera de nuestra esfera de experien-
cias. Pero los electrones son asi. jNi hablar!

6.2 LA ECUACION DEL MOVIMIENTO ONDULATORIO.
ONDAS ESTACIONARIAS

Esta seccion no es mas que un interludio fisico-matematico donde encontrare-
mos la ecuacion fundamental del movimiento ondulatorio. La razén es obvia:
una vez propuesta la hipotesis de De Broglie, resulta logico pensar que la
descripcion de un sistema de particulas puede efectuarse empleando relaciones
vdlidas para las ondas.

En la seccion 2.5 analizamos algunas de las caracteristicas de las ondas* vy,
en particular, de las ondas electromagnéticas. Para éstas, que se propagan a la
velocidad de la luz, ¢, existe una relacién fundamental entre frecuencia y
longitud de onda: la ecuacion (2-46),

c=Av

Para la propagacion del campo eléctrico, &, obtuvimos alli la relaciéon (2-47),
que indica el cambio sinusoidal de la magnitud de & conforme la posicion, x, y
el tiempo, t, cambian:

&(x,t) = Asen2n (% - vt>

Para cualquier otra onda cuya velocidad de propagacion sea v, tenemos,
similarmente,

v=Av (6-7)

Si, ademas, la perturbacion que se propaga no es un campo eléctrico, sino
cualquier magnitud, ¢, como pudiera ser la amplitud de oscilacién de una
onda sinusoidal en una cuerda,

d(x, 1) = Asen2n (% _ w) (6-8)

Esta 1ltima ecuacion representa una onda sinusoidal de frecuencia v y longitud
de onda 4, que viaja hacia la derecha del eje x, con velocidad dada por (6-7).
Para cualquier onda existe una relacion simple entre sus derivadas, conocida

* Se recomienda al lector releer dicha seccién antes de proseguir.
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como ecuacion general de onda. Puesto que contamos con la onda sinusoidal de
la ecuacion (6-8), podemos alcanzar dicha relacion.

Dado que ¢(x, 1) depende de dos variables, x y ¢, las derivadas a realizar
seran derivadas parciales. Por ello, procederemos con lentitud. Para la derivada
de ¢ respecto a x, como A es una constante,

9 _ 40 x_ :
Pl A I [sen 2n< 7 vt):| (6-9)

La derivada del seno es el coseno, pero habra que hacer uso de la regla de la
cadena, es decir,

0 ou

a(senu) = cosu-a

A

- efi ol i)

Finalmente, para efectos de derivar respecto a x, la variable ¢ se considera
como una constante, asi que el resultado final es

o 2n X
'& =A <7> cos 2m <E - Vt) (6'10)

Una segunda derivacion aplicada sobre (6-10) nos lleva a que
0% 2n\ 0 X
5)}7 =A <7>£ |:COS 2n (I — Vt):l

¢ 21 \? x
TP 4 m (- 11
o </1> sen 1t</1 vt) (6-11)

Derivando ahora respecto al tiempo (x permanece como constante), siguiendo
un procedimiento enteramente similar, obtenemos

Aplicando lo anterior en (6-9) con u = 2n <i — vt>, obtenemos

de donde

—aa? = A(—2mnv)cos2xn <% - vt>
y 2
topd 5 X
oY _ _ z_ _12
g AQ2nv)* sen 2n <}t vt> (6-12)

Podemos observar que (6-12) es idéntica a (6-11) si se le divide entre A%v?,
es decir,
¢ 1 0%¢

axE
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(6-7) el resultado final es

¢ 1
Bx_¢ _ZF? (6-13)

Aunque (6-13) ha sido obtenida de un caso particular, es la que rige todo
movimiento ondulatorio en una dimensién. Cualquier perturbacion ¢(x, t) que
se traslade a velocidad v constante puede considerarse una onda si sus de-
rivadas satisfacen (6-13), llamada ecuacién general del movimiento ondulatorio.

Ejemplo 6.4 Indique si cada una de las siguientes funciones representa 0 no a una

onda:
a)
b)
c)

Plx, 1) =e ™.
o(x, 1) = sen(x + 1).
P(x, 1) = e*™/*sen 2nvt, donde 1 y v son constantes.

Para que ¢ sea una onda, debe satisfacer (6-13), siendo v una constante.

a)

b)

¢ — e*xl

Calculemos la primera derivada de ¢(x,t) respecto a x:

WY (3 L omiy = g
A

El subindice ¢ enfatiza el hecho de que, en la derivaciéon, t se mantiene
constante.
La segunda derivada es, entonces,

PO\ (A=t e\
(52) - (5 7) - () - o=

Hagamos lo mismo, pero ahora derivando respecto a ¢, siendo x constante:

(2)-57) oo
5 p x—e (—x) = —xe

<62¢> _<6(—xe_"')> _ (6(e"")> w2
o), ot P PR A (=x)=x"

Sustituyamos ambas derivadas en la ecuacion general de una onda. Suponiendo
su validez en este caso, obtenemos

1
tZC—xt — ¥x2€—xt

N

Despejando v obtenemos un absurdo:
xz X
v = [—2 = —
pues v no es una constante, y queda claro que ¢(x,t) = e~ * no representa una
onda.
d(x,t) = sen(x + 1).
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La primera derivada de ¢(x, ) respecto a x es

<%) = <_~_.—-—6(SCH x + t))> = cos(x + 1)

0x ox

y la segunda:

AN M"_ﬂ)) __
<6x2), = ( e ' = —sen(x + t)

Ahora, derivando respecto a t, obtenemos idénticos resultados:

<%) _ (6(sen (x + t))) ~ cos(x + 1)

373

ot Ot
' ’ ( )
‘¢ o(cos(x + 1)
(Ge), - (=) = —enie
N2 1 62
Asi, (ﬂ> = —(—i{) se satisface con v = 1.
ax2), vr\ort /),
Por tanto, ¢(x,t) = sen(x + ) si representa a una onda con velocidad
unitaria.

P(x, 1) = e*™*sen 2mvt.
Para derivar respecto a x, como t se considera constante, definimos:

= 2nfA

b = sen 2mvt

La funcién a derivar es ¢ = be®*. Entonces,

()
Ox ox

Para la segunda derivada:

azd) aeax
PR ba(é‘x ) = ba’e

Sustituyendo los valores de a y b:

ik 27\? .
—¢ = (_n) el  sen 2wt

ox? A
En la derivacién respecto a t conviene ahora definir
c =¥ . d=2nv

y, entonces, ¢ = ¢ sen dt, cuyas derivadas son

0
ﬁ = cd cos dt
ot

)

i —cd?sendt = —(2nv)Ye?™/* sen 2nvt
t
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Sustituyendo las segundas derivadas en (6-11), tenemos, después de cancelar a
e”/*sen 2nvt en ambos miembros:

21\? 1 5
<7> = —U—Z(va)

U2= _VZAZ

De donde

Y ya que v? no puede ser un nimero negativo, ¢(x,t) no es una onda, pues su
velocidad tendria que ser un nimero imaginario.

PROBLEMA 6.6 Indique cuales de las siguientes funciones son asignables a una onda:
a) ¢(x,t) = sen (xt)
2
b) bix, 1) = an? G- - vt)

c) P, t)=e"""+(x—1)
d) éx,t) = x’t

Respuesta b) y c)

De acuerdo con De Broglie, la onda asociada al movimiento de una particula
confinada debe ser una onda estacionaria, para que no interfiera consigo misma.

La mejor manera de visualizar una onda estacionaria es imaginar cual es el
resultado de enviar ondas idénticas, a través de una cuerda, en sentido
contrario. El resultado ondulatorio que se produce es una onda estacionaria,
para la cual los puntos donde se producen nodos permanecen fijos en el
tiempo, al igual que aquellos donde se presentan crestas y valles.

Volviendo a tomar nuestro ejemplo de onda sinusoidal de la ecuacion (6-8),
la que viaja hacia la derecha, es claro que un cambio de signo en el argumento
del seno produce una onda que viaja en sentido contrario, o sea, hacia la
izquierda del eje x. Se obtiene una onda estacionaria como resultado de sumar
dos stnusoidales que viajan en sentidos opuestos.

En la figura 6.8 se ha hecho dicha suma graficamente, pudiéndose observar
que la onda estacionaria (linea continua) vibra, manteniendo fijos sus nodos.

La ecuacién de la onda estacionaria de la figura 6.8 es

Pestx, 1) = Asen2n (% - vt) + Asen2n (% + vt) (6-14)

Esta expresion puede simplificarse mediante la relacion trigonométrica
sen(a + b) = senacosb + senbcosa,

de donde

sen(a — b) + sen(a + b) = senacosh — senbcosa + senacosb + senbcosa

sen(a — b) + sen(a + b) = 2senacosb (6-15)
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Figura 6.8 La linea de puntos muestra la onda que viaja hacia la derecha; la linea
discontinua la que viaja hacia la izquierda, y la linea continua la onda estacionaria (6-14),
que es la suma de ambas. Se presentan los perfiles de onda desde t = 0 hasta r = 7/2,
siendo t el periodo, T = 1/v.

Aplicando (6-15) en (6-14), obtenemos

2nx
Peq(x, 1) = 24 senTcos 2mvt (6-16)
El resultado alcanzado es sumamente importante. Una onda estacionaria
consiste de un producto de dos funciones, cada una de ellas dependiente de
una coordenada. La senoide depende de x y la cosenoide del tiempo, .
Ademas, esta dependencia temporal se presenta en toda onda estacionaria.

Nuevamente el ejemplo particular de la senoide nos permite alcanzar un
resultado general. Para toda onda estacionaria, tenemos que

Pesi(x. 1) = W(x)cos 2nvt (6-17)

donde W(x) es una funcién unicamente de la posicion.
Analicemos bajo qué condiciones la ¢ (x, ) propuesta en (6-17) es una
onda. Para ello, debe satisfacer la ecuacion (6-13). Por tanto, tenemos que
. liag0) 0%
calcular las derivadas (——) y (W
t

P~ > y sustituirlas en la ecuacion general de
0x N

una onda.
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Ya que la dependencia temporal y espacial estan separadas, las derivadas
resultan simples en este caso.

<@—> = COS 2mvt d‘;’(x)

0x x
y
224 d2¥(x)
<ﬁ>r = cos 2mvt dxz (6-18)

son las derivadas de ¢, respecto a x. Por otra parte,
0
ot /.
fiad)
o),

son las correspondientes al tiempo.

Sustituyendo (6-18) y (6-19) en (6-13), la dependencia temporal se cancela,

obteniéndose
d*¥(x) 27v\?
= —(=) v
v

—(27v)¥(x) sen 2nvt

—(2mv)*¥(x) cos 2mvt (6-19)

Como, de (6-7),

1
A
obtenemos finalmente que
d*¥(x) _ 2n 2‘1—‘( (6-20)
dx? A *) i

2
PROBLEMA 6.7 Demuestre que W(x) = Asenfnx satisface (6-20).
A

Esta ecuacion es de suma importancia, pues establece una condicién para
que la funcidn ¢y (x, t) sea precisamente una onda. Es decir, cuando la funcién
¥(x) de la ecuacion (6-17) es tal que la ecuacion (6-20) se satisface, entonces la
funcién ¢eg(x, t) sera precisamente una onda, pues de esta manera cumple la
ecuacion general (6-13). La ecuacion (6-20) se conoce como la de mna onda
estacionaria, o sea, aquélla que posee una dependencia temporal cos(2mvt).
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6.3 LA ECUACION DE SCHROEDINGER.
NACIMIENTO DE LA TEORIA CUANTICA MODERNA

Erwin Schroedinger (1887-1961) fue el primero en emplear la idea de las ondas
piloto de De Broglie junto con una ecuacion para el movimiento ondulatorio,
como las que han sido descritas en la seccion anterior.

En 1926, Schroedinger publicé cuatro histéricos trabajos en los que
establecio la mecdnica ondulatoria, como hoy se conoce. En esta seccion
pretendemos introducir, sin intentar ser formales, los fundamentos de esta
nueva mecanica.

Debemos hacer notar que casi simultineamente a la primera publicacion de
Schroedinger aparecio, a finales de 1925, un trabajo de Werner Heisenberg (1901-
1976), dedicado al mismo tema, donde se alcanzaban resultados similares. Lo
curioso es que los dos trabajos parecian enteramente diferentes, tanto en las
suposiciones fisicas de partida como en los métodos matematicos empleados.
Inmediatamente, otros dos cientificos, Max Born (1882-1970) y Pascual Jordan
(1902- ), dieron mayor formalidad y rigor al trabajo de Heisenberg al presentar,
en 1926, un trabajo titulado Sobre mecdnica cudntica, donde empleaban
matrices para representar a las variables de un sistema. Por ello, la teoria de
Heisenberg, Born y Jordan recibe el nombre de mecdnica matricial. Sin
embargo, la incégnita no habia sido resuelta, pues la mecdnica ondulatoria de
Schroedinger y la matricial de Heisenberg alcanzaban los valores correctos
para las frecuencias y las intensidades relativas de las lineas espectrales del
hidrégeno, siendo que su metodologia y puntos de partida eran diferentes.

El mismo Schroedinger fue quien desentrafié el misterio, al demostrar que
ambas teorias eran equivalentes. Es decir, la mecanica matricial puede derivarse
de la mecdnica ondulatoria, y viceversa. El hallazgo, como indica George

ERWIN SCHROEDINGER (1887-1961).
( Tomada de d’Abro, The Rise of the New
Physics, Dover Publications.)
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WERNER HEISENBERG (1901-1976).

( Tomada de Hecht, Physics in Perspective,
© 1980. Addison-Wesley Publishing Co.
Cortesia de AIP Niels Bohr Library,
Archives for History of Quantum Chemistry.)

Gamow (1904-1968), fue tan sorprendente como la aseveracion de que las
ballenas y los delfines no son peces como el tiburén o el arenque, sino mamiferos
como los elefantes o los caballos.

Aungque es conveniente insistir en que Schroedinger y Heisenberg desarrollaron
dos versiones, aparentemente diferentes, de la misma teoria, en lo que sigue
adoptaremos el enfoque del primero, llamandole indistintamente mecdnica
ondulatoria o mecdnica cudntica.

6.3.1 La ecuacién unidimensional independiente
del tiempo de Schroedinger

Antes de iniciar esta seccion es preciso hacer una aclaracion: la mecanica
cuantica no puede derivarse de otros conceptos mas fundamentales, pues es
una ciencia que se ha desarrollado de varios postulados. Podriamos, aqui
mismo, abandonar el enfoque historico que hemos mantenido a lo largo del
libro y presentar escuetamente los postulados de la mecanica cuantica, de los
cuales ésta puede ser desarrollada por entero. Sin embargo, nada hay en la
experiencia cotidiana que sugiera las leyes de esta ciencia. Algo enteramente
diferente sucede con la geometria o la mecanica clasica. A nadie deben sorpren-
der los postulados de Euclides, o la ley de accion y reaccion, ya que cualquiera
puede aceptar como validos sus enunciados desde hechos de su propia vivencia
diaria. Asi, en lugar de ser formales, sacrificaremos el rigor para ir presentando,
uno a uno, los conceptos que, para muchos lectores, seran nuevos y abstractos.

En esta seccion pretendemos arribar a un resultado particular de la
mecanica ondulatoria: la ecuacion independiente del tiempo que dzscribe el
estado de una particula en una dimension. La aportaciéon de Schroedinger fue
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mucho mas general, pues con base en los fundamentos de la fisica cldsica
generados por William Rowan Hamilton (1805-1865), Joseph Louis, conde de
Lagrange (1736-1813), y Moritz Hermann von Jacobi (1801-1874), encontré una
forma sistematica de obtener relaciones para cualquier sistema de particulas, en
las que sus propiedades ondulatorias estén presentes.

La relaciéon de De Broglie (6-2) entre la cantidad de movimiento de una
particula y la longitud de la onda asociada a su movimiento no contiene
ninguna informacién sobre la amplitud y la naturaleza de dicha onda. Para
encontrar esta informacion basta considerar la ecuacion que, desde el siglo XIX,
se consideraba valida para cualquier movimiento ondulatorio. Como el mismo
Schroedinger indico en 1926, era necesario tomar en serio la teoria ondulatoria
de De Broglie para las particulas en movimiento, y esto fue precisamente lo que
hizo.

Para particulas limitadas en un cierto confin, como es el caso abordado en
los ejemplos 6.1 y 6.2, la onda asociada a su movimiento debe ser estacionaria,
como alli discutimos. Por tanto, su amplitud debe venir dada por la ecuacién
(6-17), donde W(x) debe satisfacer (6-20). Asi, podemos sustituir la longitud de
onda en (6-20) por h/p, como indica la hipotesis de De Broglie, y obtener

Y <2np 2\{} 621)
dx? h

Esta es una ecuacion muy especial, pues contiene tanto la amplitud ¥(x) de
una onda como la cantidad de movimiento de una particula. En ella estd
implicita la concepcion dual que De Broglie introdujo. A continuacion,
haremos unas cuantas transformaciones sobre (6-21) para llegar a la deseada
ecuacion de Schroedinger. Para empezar, al igual que en el capitulo 3,
usaremos

h
h=—
2n
con lo que (6-21) se transforma en
ay P’
= -V 6-22
dx? h? (6-22)

En segundo término, ya que la energia cinética puede expresarse como

1 p?

E . =-m?=_—> (6-23)
2 2m
la cantidad de movimiento al cuadrado puede despejarse
p? = 2mE, (6-24)

y puesto que la suma de las energias cinética, E., y potencial, V, es la energia
total, entonces E, = E — V, lo que sustituido en (6-24) conduce a

p* =2m(E — V) (6-25)
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Finalmente, reemplazando p? de (6-25) en la ecuacion de onda (6-22), obtene-
mos
a2y _ 2mE-V)

el S ¥ (6-26)
Rearreglando esta expresion, tenemos
h* d*¥

st VY = E¥Y (6-27)

Esta es, precisamente, la ecuaciéon de Schroedinger unidimensional, indepen-
diente del tiempo, para una particula. Como vemos, se trata de una ecuacion
diferencial, pues involucra a la funcién de amplitud W(x) y su segunda derivada
Y(x). La ecuacion (6-27) relaciona a W(x) y W'(x), que corresponden a
parametros ondulatorios, con las energias total y potencial y con la masa, este
ultimo un pardmetro corpuscular. Por tanto, se encuentran presentes los dos
ingredientes, corpuscular y ondulatorio, mostrados en el comportamiento de
las particulas microscopicas.

Para el lector poco familiarizado con ecuaciones como la (6-27), vale la
pena aclarar lo que se obtiene al resolverlas. En toda ecuacion diferencial, el
objetivo es obtener la funcion que estd afectada por la derivacion, W(x), en
nuestro caso. Lo anterior quedara claro en cuanto abordemos algunos ejem-
plos en las secciones que siguen, aunque vale la pena ejemplificar inmediata-
mente la solucion de otras ecuaciones diferenciales diferentes a la (6-27).

Ejemplo 6.5 Encuentre la solucion de la ecuacion
d¥
. =
Solucién Este tipo de ecuaciones se puede integrar inmediatamente. Multiplicindola
por dx, obtenemos

4

d¥ = 4dx

Integrando ambos lados y recordando incluir la constante de integracion, C, alcanza-
mos

¥Y=4x+C

Es decir, funciones como 4x + 2, 4x + 5.5 6 4x + n son soluciones de la ecuacion
diferencial, pues para todas ellas su derivada es igual a 4.

Queda claro, entonces, que el resultado de resolver una ecuacién diferencial es una
funcion. Ademads, a diferencia de las ecuaciones algebraicas que tienen, en general, un
nimero finito de soluciones, una ecuacion diferencial presenta un nimero infinito de
respuestas, pues la constante de integracion puede tomar cualquier valor.

PROBLEMA 6.8 Resuelva la ecuacion diferencial

=1
dx x
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Ejemplo 6.6 Resuelva la ecuacion diferencial de segundo orden
d’¥

dx?

Soluciéon En este caso no es posible integrar directamente, como se hizo en el ejem-
plo 6.5, aunque existen procedimientos especiales de resolucion. Por tanto, s6lo nuestra
experiencia de calculo diferencial puede sernos de utilidad. ;Cudl serd la funciéon que al
ser derivada dos veces vuelve a ser obtenida, excepto por un cambio de signo? Aquellos
lectores con un manejo fluido de derivacion reconocerdn que tanto (sen x) como (cos x)
cumplen con esta condicién. Es mas, cualquier combinacién lineal de estas funciones es
una buena solucidén. Procedamos a demostrarlo.
Sea

W(x) = Asenx + Bcosx

Derivando una primera vez, obtenemos

d¥
—— = Acosx — Bsenx
dx
Una ulterior derivacion nos lleva a
d2y
—— = —Asenx — Beosx = —¥(x)
dx

con lo que la demostracién concluye.
Nuevamente, la ecuacion diferencial ha aceptado un nimero infinito de soluciones,
ya que tanto A como B son arbitrarias.

De lo desarrollado en los ejemplos anteriores, es claro que de la ecuacion
de onda (6-27) podremos obtener como soluciéon a la funcidon de onda ¥(x)
asociada a la particula. Pero, ;para qué nos sirve este conocimiento? Esta y
otras dudas genuinas nos asaltan de inmediato:

— ¢ Cual es el significado fisico de W(x)? O ;qué es esa onda?

— Si no podemos emplear en sistemas microscdpicos las leyes de la fisica
clasica, ;basta el conocimiento de W¥(x) para caracterizar el comporta-
miento de nuestra particula?

— Aparentemente, las Unicas variables involucradas en la ecuacion de
Schroedinger son la energia total y la energia potencial. ;Cémo se
encuentra la energia cinética y otras variables® como la velocidad, la
posicion, la cantidad de movimiento, etc.?

— (Esta contenida la mecdnica cldsica en la mecdnica cuantica?, o bien,
(puede aplicarse la ecuacién de onda para cuerpos masivos, obteniéndo-
se los mismos resultados que al usar las leyes de Newton?

Las respuestas a estas interrogantes no son tan simples de presentar y
mucho menos de abstraer. Nuestra vivencia diaria tiene lugar en un mundo
donde todos, o casi todos, los fenémenos cotidianos son comprensibles em-

5 En adelante, las llamaremos variables dindmicas del sistema que se estudia.
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pleando argumentos clasicos. Resulta dificil, entonces, entender y acostumbrar-
nos a que estas leyes no sirven en el microcosmos. Sin embargo, es hora de em-
pezar a convencernos de que, por raras que parezcan, las leyes de la mecanica
cudntica describen fielmente los sistemas de particulas, lo cual se ha confirma-
do miles de veces por quienes experimentan con moléculas, 4tomos o particulas
subatomicas.

Antes que empezar la busqueda de soluciones para la ecuacion de Schroe-
dinger, que no desarrollaremos hasta la seccion 6.6, pretendemos ir mostrando
pausadamente mas ideas sobre la estructura de la mecdnica cudntica.

6.3.2 Operadores en mecédnica cuantica. Problemas de valor propio

Retomemos la ecuacién de Schroedinger para una dimension, (6-27), pero para
una particula con energia potencial cero.
En este caso, la ecuacién de onda toma la forma

h* d?¥

Hemos reemplazado a la energia total, E, por la cinética, dado que V=0.
La ecuacion (6-28) «dice» mucho si la sabemos leer. La funcion de onda de
una particula en estas condiciones, (V = 0), debe ser tal que basta «derivarla
dos veces y multiplicarla por —hA?/2m» para obtener de nueva cuenta a Y(x),
pero ahora multiplicada por la energia cinética de la particula.
A la frase colocada entre comillas en el parrafo anterior, es decir:

h? d?
2m dx?
se le conoce como operador de la energia cinética. Debe tenerse presente que

en (6-29) sélo se ha escrito una «receta», lo que hay que hacer sobre la funcion de
onda del sistema para poder obtener la energia cinética de la particula.

(6-29)

Por tanto, un operador no es mas que una receta que debe seguirse. Si denotamos
por E. al operador de la energia cinética (6-29), la ecuacion de onda (6-28) puede
escribirse como

EY =EVY (6-30)

Debemos reconocer que E,, en el lado izquierdo, representa al operador
cierta acciébn que debe efectuarse sobre ¥; y E. en el lado derecho, es el
nimero que corresponde a la energia cin€tica de nuestra particula.

El término «operador» tiene un significado matemadtico preciso. Los opera-
dores actuan sobre las funciones, transformandolas en otras funcienes. Como
par de ejemplos tenemos:
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— «multiplicar por dos» es un operador, pues transforma toda funcion f(x)
en la funcidén g(x) = 2f(x).

— «derivar respecto a x» es también un operador, pues opera sobre f(x),
dando como resultado g(x) = df/dx.

PROBLEMA 6.9 a) ;«Tomar la raiz cuadrada» es un operador? b) (Es un operador
«integrar» de cero a x?

Respuesta a) No, pues a cada funcién asigna dos resultados. Por ejemplo, ./x? = +x.
b) Si.

Ejemplo 6.6 Aplique el operador de energia cinética a la funcion ¥ = e**, donde
i = /—1, para verificar la ecuacion (6-30) o refutarla.
Calculemos la segunda derivada de ¥:

d¥  de?” e
— = = 2je*™
dx dx
d?¥ d [d¥ d .
= —|— | = —(ie*™*) = —4e** = —4¥
dx? dx|dx dx

2
Multiplicando esta ecuacion por o obtenemos
m

h? 4y 2K
[ 5 —_ \Il
2m dx m
En el lado izquierdo de esta ecuacion tenemos al operador de la energia cinética
actuando sobre W, es decir,

Comparando esta relacion con la (6-30) es claro que la energia cinética de la particula
representada por ¥ es®

Vemos que empezamos a dar respuesta a alguna de las preguntas e incégnitas
presentadas al final de la seccidn anterior. La funcién de onda de una particula
o sistema dados no presenta, aparentemente, una interpretacion clara y una
utilidad inmediata, pero al hacer actuar sobre ella al operador adecuado, puede
ser empleada para darnos a conocer los valores de las variables dindmicas del
sistema bajo estudio. Lo anterior parece ser cierto, al menos cuando la funcidon
de onda, W, satisfaga ecuaciones como la (6-30).

® No se tome en cuenta, por el momento, que las unidades de E. no son unidades de energia.
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El hallazgo decisivo de Schroedinger fue presentar un método para encontrar los
operadores de cada variable dinimica de un sistema dado. Hasta ahora sélo hemos
presentado el operador de la energia cinética,

; h? d2

E=——, 6-31
2m dx? ¢ )

pero Schroedinger mostré como obtener cualquier otro.

Ejemplo 6.7 La expresion clasica de la energia cinética de una particula que se mueve
en una dimensién es

E. = p*[2m

Conocido el operador de la energia cinética (6-31), obtenga:
a) El operador del cuadrado de la cantidad de movimiento.
b) El operador de la cantidad de movimiento.

Solucion
a) Partiremos del supuesto de que la expresion clasica se cumple también por
los correspondientes operadores mecénico-cudnticos E, y pZ, es decir,
E = p2m
De esta expresion podemos despejar el operador de pZ como
d2
a2 £ 2
pz=2mE, = —h e
b) Debemos entender, antes que nada, el significado del cuadrado de un operador.
Multiplicar un operador por si mismo es algo que no tiene sentido, pues los
operadores no son numeros, sino «recetas» o transformaciones de una funciéon
en otra. El cuadrado de un operador debe entenderse como la aplicacién, dos

veces sucesivas, del mismo. Asi, p2 actuando sobre una funcién ¥ no es mas
que el resultado de aplicar p, sobre ¥ y volverlo a aplicar nuevamente, es decir,

pR¥ = p(p.¥)
Para obtener p, debemos razonar qué transformaciéon aplicada dos veces
produce el mismo efecto que pZ, o sea,

Zd2

NS
Pubs i

Es obvio que p, debe contener una primera derivada, la que al actuar dos veces
s¢ convierta en la segunda derivada. Ademds, para que aparezca el factor — A2,

es necesario introducir a i = ./ —1 en la definiciéon de p., pues de otra forma
nunca alcanzaremos el signo menos deseado. La respuesta es, entonces’,

d
pr= b (6-32)

E——— d
7 También pudo escribirse p, = ih ;, pero se prefiere (6-32), con el signo menos.
x
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La misma ecuacién de Schroedinger unidimensional, (6-27), puede escribirse
ahora, en notacion de operadores, como sigue

n? gz
[—%—ﬁ + V}P = EV (6-33)

Debe entenderse que esto no significa haber sacado W como factor comun a la
derecha (en el lado izquierdo de la igualdad). Mas bien, lo que representa (6-33)
es que debe aplicarse sobre ¥ la suma de dos operadores, siendo el primero
el de la energia cinética y el segundo el de la potencial, que simplemente
actta sobre la funcion de onda multiplicativamente. Por tanto, podemos reescri-
bir (6-33) como

(E.+ V)¥ = E¥Y (6-34)
Al operador E, + ¥ se le conoce como operador de energia total u operador
hamiltoniano, en honor del fisico irlandés Hamilton, denotado por H. De esta

manera, la ecuacién de Schroedinger puede escribirse, para el caso unidimen-
sional, como

HY = EY 16-35)

donde

. h? d?
H=—-——+V
2m dx?
Ecuaciones como la (6-35) o la (6-30) se conocen como ecuaciones de valores
propios. En forma general, dado un operador cualquiera, A, la ecuacion

AY = a¥ (6-36)

es la ecuacién de valores propios del operador A. A las funciones que
satisfacen (6-36) se les denomina funciones propias del operador A, y a los va-
lores numéricos, a, de (6-36) se les conoce como valores propios del operador A.

Resolver una ecuacién de valores propios como la (6-36) implica encontrar
todas las funciones ¥ que se convierten en si mismas al aplicar el operador A,
excepto por la multiplicacién de un valor constante, a.

Como hemos visto, en mecanica cuantica aparecen problemas de valor
propio. La misma ecuacion de Schroedinger lo es. Por ello, es conveniente
ejemplificar la resoluciéon de un problema de este tipo.

Ejemplo 6.8 Aplique el operador 9%/dx* sobre las funciones de x y t:
a) dx,t)=e ™
b) O(x,t) =sen(x — 1)

e indique si alguna de ellas es propia del operador.

Solucion Debemos aplicar el operador d/dx dos veces sucesivas.
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a) Para efectos de derivar respecto a x, t se toma como una constante. La pri-
mera derivacion resulta

do  de ™)

dx 0x

__Ie—x!

y la segunda,

()

= e =(_[)Ze—x! :tzefxx

2

o <0(I)> o(—te™ ™)

ox Ox \0x
Como hemos obtenido la funcién original multiplicada por 2, lo que no es

una constante, pues depende de la variable ¢, esta funcion no es propia del

operador.
b) En este caso, la primera y segunda derivadas conducen a
‘e
= 4cos(x — 1)
0x
(TZ(_)
P = —sen(x — 1)

Por tanto, sen (x — 1) st es una funcion propia de d?/dx?, con valor propio igual a —1.

Ejemplo 6.9 Demuestre que la funcion f(x) = xe* es propia del operador A =(d/dx = 3)
(d/dx + 1). Encuentre ¢l valor propio.

Solucién El operador A esta definido como la aplicacion sucesiva de dos operadores,
es decir,

AL (0] = (d}dx = 3)(d/dx + D) f(x)
Primero haremos actuar el operador de la derecha, ¢l mds cercano a f(x),
ALf (0] = (d/dx = 3)(df/dx + f)

Ahora, el operador (d/dx — 3) debe aplicarse sobre la funcién de la derecha (d f/dx + f),
lo cual implica que hay que multiplicar a esta funcién por —3 y luego sumarle su deri-
vada. Realizando esto, tenemos

R d
AL ()] = H;(d.f'/dx +/) = 3dfldx + 1)

o sea,
ALf(x)] = d?ffdx? + dfjdx — 3dfjdx — 3f
Al f(x)] = d*f/dx? — 2df/dx — 3f
Sustituyendo la funcion f(x) = xe* y sus derivadas:
d(xe*) _

= xe* 4+ e*
dx

di(xe®) d
T df(xe" + €%) = xe* 4 2e*
X X
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obtenemos lo siguiente:
ALf(0)] = xe* + 2e* — 2(xe* + &%) — 3xe® = —dxe* = —4f(x)
Como se obtiene la misma funcidén f(x) multiplicada por un factor constante (—4), la

funcion si es propia del operador; —4 es su valor propio.

PROBLEMA 6.10 Aplique el operador del ejemplo anterior a las funciones

a) fx)=e’*
b) f(x) =e*cosx
Si son propias del operador, indique el valor propio.

PROBLEMA 6.11 Siendo A el operador «elevar al cuadrado», indique qué funciones
J(x) satisfacen el problema de valor propio

ALf(0)] = af (x)

Respuesta Todas las funciones constantes: f(x) = a.

Ejemplo 6.10 Resuelva el problema de valor propio del operador A = d/dx.

Solucion La ecuacion de valor propio para el operador derivada es, segun (6-36),

dwv
—=a¥
dx

Para resolver esta ecuacion basta un rearreglo:
dv
— = adx
¥

y una integracion
d¥ J‘
— =g {dx
b 4

Conviene introducir la constante de integracion como InC, o sea,
In¥ =ax+InC
Pasando In C al lado izquierdo, podemos despejar ¥ como
Y = Ce™*

Estas son las funciones propias del operador derivada respecto a x. Existe una para
cada eleccion de C y de a

Particularizando, podemos decir que e** es una funcién propia de d/dx con valor
propio 2.

PROBLEMA 6.12 Sea A el operador «intercambiense las coordenadas x e y», que opera
sobre una funcién ¥(x, y).

Encuentre una funciéon propia de este operador:

a) Con valor propio a = 1.

b) Con valor propio a = —1.

Respuesta  En ambos casos existe una multitud de soluciones; por ¢jemplo:
a) ¥ =x%? b) ¥ =x%y— yx
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Segun puede verse en (6-35), la funcion de onda, ¥, de un sistema es una
funcién propia del operador hamiltoniano, con valor propio E, la energia total.
Debe ser claro que, por obtenerse de una ecuacion diferencial, existen multitud
de posibilidades (en principio) para la funcion de onda y para la energia E, a
menos que existan restricciones adicionales.

Una vez obtenida la funcion de onda al resolver la ecuacion (6-35),
intentaremos conocer otras propiedades mecdnicas del sistema en cuestion.
Aqui podemos encontrarnos con dificultades, pues ¥ no necesariamente es una
funcién propia de algun otro operador mecéanico cuantico. Es decir, ¥ siempre
es una funcion propia del hamiltoniano H, pero no siempre lo es de otro
operador. Si tenemos suerte, habra ciertos operadores 4, para los que ¥ si sea
funcién propia. En ese caso, los eigenvalores, a, nos indicaran los posibles
valores de la variable dinamica cuyo operador mecdnico-cudntico es A. Sin
embargo, existirin otros operadores, B, para los que

BY + b¥ (6-37)

En ese caso, ;como podremos hallar los posibles valores de la variable
dinamica con operador B?

La respuesta de la mecdnica cuantica es contundente: no todas las variables
dindmicas de un sistema estdn determinadas con absoluta precision. Esta es una
diferencia fundamental entre mecénica cldsica y cuantica. La ultima no puede
proporcionarnos toda la informacion que deseariamos obtener de nuestro
sistema. En muchos casos, debemos contentarnos con obtener informacion
estadistica sobre el comportamiento de nuestro sistema; por ejemplo, cudl es la
velocidad promedio de una particula.

Asi, algunas de las variables dinamicas del sistema (aquellas para las cuales ‘¥ es
funcién propia de su operador asociado) estaran perfectamente determinadas, mien-
tras que los valores de las otras variables no podrin conocerse con toda precisién. Al
menos, la mecdnica cuantica permite calcular el valor promedio o valor esperado de

una variable dindmica, A, representando por {A4), mediante la ecuacién

j‘l’*ﬁl‘{‘dv
(A = %——

(6-38)
J Y*WYdy

En (6-38), W* es el complejo conjugado de ‘P, pues ésta puede ser una
funcidn compleja, y la integral se extiende sobre todo el espacio. Esta ecuacion
volvera a ser discutida en la seccion 6.4.2, donde analizaremos mas detenida-
mente los aspectos estadisticos de la mecanica cudntica.

Fl formalismo de la mecdnica cudntica es, como se observa, muy complejo.
La funciéon de onda no es util, al fin y al cabo, mas que para obtener
indirectamente, a través de operadores, los valores precisos o promedio de las
variables dinamicas del sistema bajo consideracion. Esto, lo que constituye una
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complicaciéon aparentemente innecesaria, no ha podido simplificarse. Debemos,
entonces, partir de la realidad de nuestro sistema fisico; tomar la escalera y
eatrar en el espacio nebuloso de las funciones de onda y los operadores, para
retornar con la respuesta sobre el valor preciso o promedio de tal o cual
variable dindmica de nuestro sistema.

6.3.3 Extensién a mas dimensiones y a mas de una particula

El problema de una dimension y una sola particula que acabamos de abordar
(Secs. 6.3.1 y 6.3.2) puede generalizarse para un espacio de mayor dimensién y
con mas de una particula.

La energia total clasica de una particula que se mueve en tres dimensiones

es, por ejemplo,

1
E= E(Pﬁ +py + p2) + Vixy,2) (6-39)

donde, ahora, la energia potencial depende de la posicién en el espacio
tridimensional. Para obtener el correspondiente operador hamiltoniano, habra
que sustituir cada una de las variables en (6-39) por sus operadores mecanico-
cudnticos asociados. Para la cantidad de movimiento unidimensional, obtuvi-
mos ¢l operador (6-32). En tres dimensiones, la generalizaciéon que procede
consiste en considerar los operadores

0

5= _in

Dx 1 ox

. ., 0

p, = —1h5J—/ (6-40)
0

5= —inl

D 1 oz

cuyos cuadrados son

az

A2 — _Hh2

Dx ox2
52

by = “”ZW (6-41)
62

82 _ _p2 Y

b oz>

para obtener el operador de la energia cinética:

h2 62 82 62
E=— | —S+-—5+— 6-42
¢ 2m [8x2 oy? + 822] 6-42)
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Podemos definir al operador laplaciano,

0* 0* 0*
A
Vet T €43
para reescribir {6-42) como
. h?
EL. = —% VZ (6-44)

Por otra parte, la energia potencial se considera nuevamente como un opera-
dor multiplicativo, pues depende solo de las coordenadas espaciales x, y, z. Asi,
el operador hamiltoniano tridimensional para una particula es

h2

A= ——V*+ V(x,y.2) (6-45)

2m
La funcién de onda de esta particula que «vive» en tres dimensiones se
obtendra de la ecuacién de valores propios

HY = E¥Y

al igual que en el caso unidimensional. Sin embargo, ahora ¥ dependera de
tres coordenadas, para que el hamiltoniano pueda actuar sobre ella.

Vemos, entonces, que la mecdnica cudantica (independiente del tiempo) se
reduce a resolver el problema de valores propios para el operador H, de donde
obtendremos tanto a la funcion de onda, W, como a la energia total,
Inmediatamente, empleando otros operadores, pueden encontrarse los valores
esperados de otras variables dindmicas.

Cada sistema particular tiene su propio operador hamiltoniano. Cuando exista mis
de una particula, digamos N de ellas, habri que incorporar en H tanto los operadores
de energia cinética de cada particula, como las energias potenciales del caso. La
funcién de onda dependerd aqui de las tres coordenadas de la primera particula, de
las tres de la segunda, .., y de las tres de la iltima. Es decir,

W = W(X), V10215 X25 Y25 Z25 -5 Xns YN 2N)

por lo que serd una funcion de 3N coordenadas.

En todos los casos, la funciéon de onda no debe interpretarse mas que como
una funcién de la (o las) coordenada(s) de la(s) particula(s) del sistema, que
puede tomar valores reales o complejos, relativos a la amplitud de la onda
caracteristica del sistema.

6.3.4 La mecdnica cuiantica como un modelo

En la seccion anterior hemos planteado, un poco informalmente, los principios
o postulados de la mecénica cuantica. Para quien los conozca por primera vez
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ahora, estos principios seran juzgados como muy abstractos y complicados,
Y tendrd mucha razon. En lugar de que cada variable del sistema estudiado tenga
asociado un valor numérico dado, la mecanica cuantica introduce un operador.
Asi, por ejemplo, la energia cinética de una particula no serd un nuimero
determinado de joules, sino una instruccion precisa que pueda actuar sobre la
funciéon de onda de la particula. Cualquiera se sorprende al enterarse de este
hecho, pues en otras ramas de la ciencia ello no resulta necesario.

El objetivo de esta seccion es presentar a la mecdnica cuantica como un
modelo tedrico y justificar su validez. Para ello, entraremos en un breve relato
de la significacion de la ciencia y de la construccién de modelos en ella.

La observacion y la experimentacién son nuestra fuente de conocimiento del
mundo que nos rodea. Sin embargo, no podemos conformarnos simplemente
con acumular los datos que resultan de experimentos, pues en poco tiempo nos
perderiamos entre tanta informacion. Se analizan dichos datos, buscando
regularidades en el comportamiento de los sistemas, lo que lleva a la enuncia-
cion de leyes. Asi, en las leyes acostumbramos resumir una multitud de
resultados experimentales. Es mucho més comodo contar, por ejemplo, con las
leyes de los gases que con una enorme tabla de datos de presiones, temperatu-
ras y volumenes para una infinidad de gases.

La ciencia va mas alld. Muchas veces no nos resulta del todo satisfactorio
contar con una serie de leyes empiricas, sino que deseamos buscar regularidades
entre las mismas, o bien, explicarnos por qué dichas leyes existen y se
manifiestan, y hasta encontrar relaciones entre ellas. Para ello construimos
teorias y modelos.

Resulta curioso y paraddjico que, en su afin por conquistar conceptualmente la
realidad, el hombre construya idealizaciones, como modelos y teorias.

Existen modelos de diversos tipos. En los modelos conceptuales se pretende
que éstos nos proporcionen una imagen de lo real. Para un sistema dado,
construimos un objeto modelo o modelo conceptual que lo represente. Una
molécula vibrando puede representarse, por ejemplo, como dos masas unidas
por un resorte. Sin embargo, un objeto modelo no basta para estudiar un
sistema. Es necesario construir una teoria del objeto modelo, que se conoce
como modelo tedrico.

Podemos definir a un modelo tebrico como un sistema hipotético-deductivo que
concierne a un objeto modelo.

En los modelos tedricos, que en general son de naturaleza algebraica, cada
parametro distintivo del objeto modelo tendra asociado un simbolo algebraico.
Ademas, el modelo tedrico debera especificar las reglas algebraicas que gobier-
nen las relaciones entre los simbolos. Es decir, debe dar a conocer la red de
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formulas que se usara alrededor del objeto modelo. Y algo mds: en su
aplicacion especifica a un objeto modelo, el modelo tedrico permitird obtener
predicciones cuantitativas del sistema real que el objeto modelo representa.

Cuando las predicciones teodricas sobre un sistema real concuerdan con los
valores experimentales obtenidos, habremos construido un objeto modelo
razonable con un soporte tedrico adecuado. Si, por el contrario, no se
concuerda con los hechos, caben diversas posibilidades: variar el objeto
modelo o conservarlo, pero modificando las ideas tedricas, o cambiar ambos.
Asi, si ciertos calculos sobre el espectro de un atomo no prosperan, se podra
tratar de complicar el modelo del 4tomo o modificar la teoria de interaccion
radiacién-materia.

Intentemos, a continuacién, analizar la mecanica cuantica dentro del
contexto que hemos elaborado, y comparémosla con la mecdnica clasica. Para
ejemplificar, escogeremos a un atomo como el sistema real a estudiar.

Para Rutherford, el objeto modelo (el 4tomo modelo) es una idealizacion
concreta: un nicleo y varios electrones girando a su alrededor, ambos conside-
rados como cargas puntuales y dotados de ciertas masas. El modelo tedrico
asocia simbolos a cada pardmetro del atomo modelo y consiste de las
ecuaciones de movimiento de la mecanica y electrodinamica clasicas. Las
predicciones obtenidas sobre el espectro atomico son notablemente diferentes a
las alcanzadas experimentalmente. Este modelo tedrico no resulta qtil®.

Para Schroedinger, el modelo de dtomo lo constituye un operador hamiltoniano. En
¢l deben estar representadas todas las contribuciones energéticas que se espera que
existan en los dtomos reales. En este caso, el objeto modelo es altamente abstracto.
Por otra parte, el modelo tedrico permite, a partir del hamiltoniano, obtener la
funcién de onda del 4tome, que no corresponde a ningin observable del sistema real.
Es decir, ¥ no es ninguna prediccion que pueda corroborarse experimentalmente.
Debido a ello, la teoria cudntica nos provee de reglas para obtener los operadores de
todas las variables dindmicas del dtomo y de la manera de efectuar predicciones
sobre dichas variables. Para ello, emplea a la funcién de onda y relaciones, como la
(6-38), para obtener los valores esperados para diversas magnitudes.

Respecto a los calculos tedricos de espectros atomicos, éstos han resultado
comparables con los experimentales. Este modelo tedrico ha resultado util, a
pesar de su alta dosis de abstraccion e incomprensibilidad iniciales.

Vale la pena mencionar que la mecanica cuantica ha sido sometida a
prueba innumerables veces. Siempre que el operador hamiltoniano (el objeto
modelo) ha sido construido considerando las contribuciones mads sustanciales
del caso, y que la funcién de onda se ha obtenido con la suficiente precision, el
aparato matematico de la mecdnica cudntica ha alcanzado resultados casi
idénticos a los experimentales.

8 Sin embargo, €l objeto modelo fue de utilidad manifiesta para explicar los experimentos de
Geiger y Marsden (véase Sec. 2.10.3).
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Desgraciadamente, mediante la mecénica clasica, nos hemos acostumbrado
a resolver problemas fisicos empleando nimeros y variables. Por esto, nos
resulta descabellado que haya que recurrir a operadores y funciones de onda
para obtener resultados tedricos comparables a los reales. Pero debemos irnos
acostumbrando a ello, aunque no nos guste representar a una molécula o una
reaccion quimica mediante un operador hamiltoniano. So6lo asi sabemos
obtener resultados tedricos aceptables, pues estd de sobra demostrado que el
algebra de numeros no es adecuada para representar las relaciones entre las
entidades fisicas pertenecientes a sistemas «pequefios». Asi, las propiedades
que caracterizan a un estado particular del sistema, tales como su energia,
cantidad de movimiento, posiciéon, etc., no pueden representarse por un
numero que indique su magnitud, sino por una instruccion (operador) que
actue sobre la funciéon de onda.

Aunque sus predicciones sean correctas, la naturaleza abstracta de la mecdnica
cudntica, y el hecho de que sus resultados corresponden a valores medios o esperados
para las propiedades fisicas del sistema, han llevado a que su interpretacién como
teoria no sea simple. Es mds, hasta la fecha existen varias interpretaciones de esta
ciencia, algunas de ellas en conflicto mutuo. Este hecho no resta validez a una teoria,
incluso la hace mds interesante, pero hemos de saber discernir entre lo que es
prediccién de la mecsinica cudntica y lo que es interpretacién de la mecédnica cudntica.

6.4 INTERPRETACION ESTADISTICA
DEL CUADRADO DE LA FUNCION DE ONDA

En 1927, Max Born propuso que al cuadrado de la funcion de onda® se le
diera un significado fisico-estadistico, el cual discutimos y presentamos en esta
seccion,

La interpretacién de Born ha sido criticada o replanteada en otros térmi-
nos, pero resulta de uso comun en mecanica cuantica.

Si ¥ representa la funcién de onda de un sistema que contiene una particula, entonces
|[¥|?> debe interpretarse como la densidad de probabilidad para la posicién de la
particula.

Ya que el término «densidad de probabilidad» puede resultar no conocido
por los lectores, aclararemos su significado en la seccion 6.4.1, donde nos

9 La funcion de onda no toma necesariamente sélo valores reales, puede ser una funcién
compleja. El cuadrado de un numero complejo se define como el producto (complejo) de él por su
conjugado: |a + bi|> = (a + bi)a — bi) = a® + b? (el cual siempre es real). P.r ello, representare-
mos al cuadrado de la funcién de onda como |¥}%.
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extenderemos sobre la interpretacion de Born. En la seccién 6.4.2 tocaremos
otros aspectos estadisticos de la mecanica cuantica.
Desde ahora vale la pena aclarar, como lo hace De la Pefia en su texto, que

«...la probabilidad se entenderd, de aqui en adelante, en su sentido objetivo, es
decir, la probabilidad mide una propiedad del sistema y no, por ejemplo,
nuestro grado de conocimiento del sistema o el grado de confianza de nuestra
prediccion sobre el comportamiento del sistema»

De esta confusién acerca de lo que la probabilidad representa en mecanica
cuantica han nacido diversas corrientes que, actualmente, se encuentran en
pugna.

6.4.1 Probabilidad y densidad de probabilidad

Hasta cierto punto, estamos acostumbrados a trabajar con probabilidades para
conjuntos finitos de eventos. Por ejemplo, las posibilidades del tiro de una mone-
da estan representadas por el conjunto de dos elementos, S = {cara, cruz).
El conjunto de eventos para el tiro de un dado es § = {1,2,3,4,5, 6}. El con-
junto S, llamado espacio-muestra, contiene todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio.

Una funtion de probabilidad P(E) es tal que asigna un nimero entre 0 y 1 a la
probabilidad de que suceda el subconjunto E de eventos.

Ejemplo 6.11 ;Cudl es la funcién de probabilidad para el tiro de un dado no cargado?

Solucién Ya que se trata de un dado no cargado, cada cara del dado tiene la misma
probabilidad de resultar; por ello tenemos, por ejemplo, que para el subconjunto
E = {1}, P(E) = 1/6. Es decir, después de un gran nimero de tiradas, una de cada seis
mostrard al uno como resultado. El mismo valor de probabilidad tendra cualquier
subconjunto de un elemento.

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = 1/6
Si E = {1,2}, P(E) representara la probabilidad de obtener, al tirar el dado, un nimero
menor que tres. En este caso,
P({1,2)) = P{1}) + P({2}) = 1/6 + 1/6 = 26

Este comportamiento debe seguir cualquier funcion de probabilidad. Generalizando, si
E,, E,, ..., E, son subconjuntos de S que no tienen elementos en comun uno con otro,
entonces

P(E,VE,u---UE,) = P(E)+ P(E}) +--- + P(E,)
Esta formula nos permite obtener la probabilidad para cualquier subconjunto de

§=1{1,2,3,4,5,6}.

PROBLEMA 6.13 ;Cual es la probabilidad de que suceda cualquiera de los eventos
posibles? En otras palabras, ;qué vale P(S)?



MECANICA CUANTICA MODERNA 395

PROBLEMA 6.14 En una bolsa opaca se tienen cuatro canicas: dos rojas, una azul y
una amarilla. El experimento consiste en sacar dos de ellas al azar.

a) (Cual es el espacio muestra, S?

b) (Cudl es la probabilidad de que ambas canicas sean rojas?

¢) (Cual es la probabilidad de que al menos una canica sea roja?

Respuesta b) 1/6. c) 5/6.
Las probabilidades P(E) se determinan realizando un gran nimero de
experimentos y tomando el cociente

numero de eventos con resultado en E
P(E) =

numero total de experimentos

Salvo las complicaciones que pueden surgir en los calculos, las probabilida-
des de eventos con espacio-muestra finito no tienen mayor problema. La
dificultad surge cuando el espacio S, asi como el subconjunto E, no son finitos.
Este es el caso que nos interesa analizar a proposito de la interpretacion de
Max Born. La mayoria de las variables fisicas como tiempo, posicion, veloci-
dad, etc., son de este tipo, pues toman valores sobre los numeros reales.

A continuacion, sera claro, mediante un ejemplo, que para una variable
continua solo tiene sentido preguntarse por la probabilidad cuando se conside-
ra un intervalo de valores de la variable, y no valores aislados de la misma.

Supodngase que deseamos evaluar la probabilidad de que las llamadas
telefonicas duren hasta 3 minutos, es decir, de 0 a 3 minutos. A esta probabili-
dad la llamaremos p(3). Tomando un gran numero de llamadas al azar, p(3) se
calculard mediante el cociente de casos favorables (1 < 3) entre casos totales

(t arbitrario). Siendo N el numero de llamadas reportadas, tendremos
NO <t <3)
NO <t < )

pQ3) =

En forma similar, puede evaluarse la probabilidad de que las llamadas duren
hasta t minutos, donde t tome cualquier valor. Una curva como la de la figu-
ra 6.9 podria representar el resultado del experimento.

X1

0.5

—
1 ) ¥ 1 ] ' 1 4

1 2 3 4 5 6 7 8 t (min)

Figura 6.9 Probabilidad acumulativa para la duracion de las llamadas telefonicas, p(z).
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De la figura, la probabilidad de que una llamada dure hasta 3 minutos vale
0.57, o sea, un 57 %, de las llamadas concluyen en menos de tres minutos. A p(t)
se le conoce como probabilidad acumulativa de la duraciéon de las llamadas.

Si contamos con la funcion p(t), puede calcularse la probabilidad de las
llamadas en cualquier intervalo de tiempo dado. Por ejemplo, si deseamos
saber cuantas llamadas duran entre 3 y 4 minutos, es claro que

P(3,4) = p(4) — pQ3).

Preguntémonos ahora: jcual es la probabilidad de que una llamada dure
exactamente 3 minutos? Note, antes que nada, que el mismo sentido tiene la
pregunta si se consideran 2.9999 minutos o 3.0001 minutos. La respuesta es
logica: dicha probabilidad vale cero. La probabilidad para valores aislados de
la variable es cero. Este resultado puede obtenerse mediante el siguiente
proceso de reduccion progresiva del intervalo de tiempo. La probabilidad de
que una llamada dure entre 3 y 3.5 minutos sera

P(3,3.5) = p(3.5) — p(3)
y, aproximadamente, valdra la mitad de P(3,4), es decir,
P(3,3.5) ~1iP3,4)
Si continuamos reduciendo el intervalo de tiempo,
P(3,3.25) ~ 1P(3,4)
P(3,3.125) ~4P(3,4)
asi que para cualquier At < 1,
P(3,3 + Ar) ~ At- P(3,4) (6-46)

Es claro que si At sigue reduciéndose, estaremos cada vez mds cerca de
«exactamente 3 minutos», pero conforme At — 0,

PG3,3 + At) > 0

Sin embargo, si el limite se toma no sobre P(3,3 + At), sino sobre el
cociente P(3,3 + At)/At, entonces el resultado no serd cero, sino similar a
P(3, 4), como puede despejarse de (6-46). El resultado se conoce como densidad
de probabilidad de una llamada de tres minutos, p(3), es decir,

P(3,3 + A1)
3) = lim > 2
P A= 0 At

Para un tiempo de duracién cualquiera, f,

P(t,t + Al)
() = lim 7 2Y
P At—0 At

(6-47)
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Figura 6.10 Densidad de probabilidad para la duracién de una llamada.

Esta ecuacion puede reescribirse usando la probabilidad acumulativa p(t) como
sigue:
o) = lim PEFA) POy, 2P (6-48)
At—0 At ar—o At

En (6-48) hemos obtenido la relacion entre la densidad de probabilidad, p(t), y
la probabilidad acumulativa, p(f):

dp

dt
pues ésa es la definicion de la derivada.

En la figura 6.10 hemos esbozado una posible forma de la densidad de
probabilidad, suponiendo que su maximo ocurre para ¢t = 3 minutos.

Por su definicién, (6-48), la densidad de probabilidad tiene unidades de
probabilidad por unidad de tiempo. Entonces, el midximo de la figura 6.10 es
p(3) = 0.2 min~!. Podemos decir que la llamada mds densamente probable dura
tres minutos, pero es incorrecto decir que la llamada mads probable dura tres
minutos. ;Es correcto decir que «el 20%, de las llamadas por minuto duran tres
minutos»? La respuesta es si. Para profundizar sobre esta interpretacion de p(t),
tomaremos dos ejemplos usuales.

(1) (6-49)

a) Velocidad

La velocidad instantanea se define en forma muy similar a la densidad de
probabilidad de (6-48). Si un objeto se mueve en una dimension y tiene la
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posicion x(t) al tiempo ¢ y pasa a x(t + At) al tiempo ¢ + At, la definicion de su
velocidad instantanea al tiempo ¢ es

t + At) — x(t A
o) = lim T AN =D Ax

6-50
a0 (t+ A —t ar—o At ( )

o sea,

dx
o(t) = m (6-51)

(Cual es el significado de una velocidad de 30 km/h? Antes que nada,
queremos enfatizar el hecho de que una velocidad en un instante se mide en
unidades de distancia recorrida por hora, y nadie se asusta de ello. Una
respuesta aceptable podria ser: una vez que, al tiempo ¢, el objeto alcanza la
velocidad v(f) = 30 km/h, si durante la siguiente hora la velocidad se mantuvie-
ra constante, el objeto recorreria 30 km.

Este ejemplo nos es util para interpretar la densidad de probabilidad de las
llamadas telefénicas: una vez que una llamada ha durado tres minutos, si
durante el siguiente minuto la densidad de probabilidad se mantuviera cons-
tante, entonces la probabilidad de colgar durante ese minuto seria 0.2 (20 % de
las llamadas concluirian entre el tercero y el cuarto minutos).

b) Densidad masica

La densidad es una variable fisica que se define también mediante un
proceso limite.

Si se desea conocer la densidad en un punto dado de un cuerpo (x, y, z), se
necesita evaluar cocientes de masa entre volumen para una secuencia de piezas
que contengan al punto (x, y,z), tal que dicha secuencia tienda a ese punto
(véase Fig. 6.11).

Si llamamos m[(x, y,z), AV] a la masa de la pieza con volumen AV que
contiene a (x, y, z), los cocientes de masa entre volumen nos llevan, sobre la
secuencia, a la definicion de la densidad en (x,y,z), o sea,

m[(x, y, z), AV
p(x’ ¥, Z) = lim _[(__y__)—] (6-52)
AV -0 AV

lo que podemos representar como

dm

=7 (6-53)

plx, y,2)

Por supuesto, un punto no posee masa, pero si tiene densidad. La densidad en
un punto se mide en gramos por centimetro cubico. Ello puede interpretarse
como sigue: si un cubo unitario (con un centimetro de lado) que contenga al
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y

Figura 6.11 Si definimos una secuencia de cubos como la de esta figura, como todos los
cubos tienen como vértice (x, y, z), dicha secuencia converge al punto (x, y, 2).

punto (x, y, z) tuviera en todos sus puntos la misma densidad que en (x,y, z),
entonces tendria una masa de [p(x, y,z)- 1 cm®] gramos.

Al emplear las relaciones (6-51), (6-53) y (6-49), podemos afirmar que, para variables
continuas, tiene sentido hablar de:
i) distancia, cuando se mide en un intervalo de tiempo diferente de cero, en

cuyo caso
t+ At
d= f oft) dt
[ 4

ii) masa, cuando se considera un volumen (no cero) de sustancia, y se puede
calcular como

m=Jp(x,y,Z)dV
14
Si la densidad es constante en todo el cuerpo, entonces puede salir de la
integral, desembocdndose en el conocido caso
m=pV

iii) probabilidad de duracién de una llamada telefénica, cuando se la valia en un
intervalo de tiempo diferente de cero y toma el valor

t+ At
Pt t + At) = f plt) dt
i
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Este ultimo caso de una densidad de probabilidad presenta una caracteristica
diferente de los dos anteriores. La probabilidad vale uno para todo el intervalo
de valores de la variable, es decir,

| = rp(t) dt

0

Aprovechando todos los ejemplos tratados, analizaremos a continuacién el
postulado de Max Born. Supondremos que la particula descrita por la funcion
de onda ¥ puede moverse en tres dimensiones. Entonces, |¥(x, y, z)|* representa
la densidad de probabilidad para la posicion de la particula. En el ejemplo
anterior (el de las llamadas telefonicas) se discutié la densidad de probabilidad
para una variable unidimensional, el tiempo, asi que habremos de analizar el
significado del postulado de Born con lentitud, pues ahora la densidad de
probabilidad varia de punto a punto en un espacio tridimensional.

Volviendo a la figura 6.11, podemos calcular cual es la probabilidad de que
la particula sea detectada dentro de un cubo de la secuencia. Para ello
habremos de realizar un gran nimero de experimentos y determinar la
posicion de la particula. Sea P[(x, y, z), AV] la probabilidad de que la particula
se encuentre dentro del volumen AV del cubo que contiene al punto (x, y,z) y
realicemos el proceso limite sobre el cociente de probabilidad entre volumen,
ya que asi obtendremos |¥(x,y,z)|%, es decir,

P[(x, y, z), AV]

¥(x, y, 2)|*> = Aléf_{lo Ay (6-54)
Lo que puede escribirse como
¥(x, y, 2)|* = ap (6-55)
dv

De estas ecuaciones resulta que [\V|* tiene unidades de probabilidad por unidad de
volumen, asi que la funciéon de onda ‘¥ debe tenerlas de (volumen) '2, o bien
(distancia) 3%

De (6-55), |¥(x, v, z)|*> tomara valores altos donde, al aumentar sucesivamen-
te un volumen alrededor de (x, y, z), la frecuencia o probabilidad de hallar a la
particula crezca abruptamente. En ese caso, (x,y,z) sera un punto con alta
densidad de probabilidad de encontrar a la particula. Es decir, si pudiera
llevarse a cabo una multitud de mediciones de la posicion de la particula,
encontraremos mayor densidad de puntos experimentales (véase Fig. 6.12) en
las regiones del espacio donde |¥|? toma grandes valores. Por el contrario, en
zonas donde rara vez se detecta a la particula, la densidad de prebabilidad,
[P|?, sera pequefia.
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Region del espacio
con altos valores

L . o”' de densidad
T de probabilidad |¥|?

y

Figura 6.12 Cada punto representa el resultado de una medicion de la posiciéon de una
particula.

Como vemos, el cuadrado de la funciéon de onda nos proporciona una informacion
estadistica sobre la particula. No nos indica si esta aqui o alla, sino solamente con
qué densidad de probabilidad se encuentra aqui o alla.

Al igual que interpretamos los ejemplos previos, presentamos en la figu-
ra 6.13 una interpretacion de |¥|* como densidad de probabilidad.

Como resulta cierto para cualquier variable continua, no tiene sentido
preguntarse por la probabilidad de encontrar a la particula en un punto, pues
siempre vale cero. Para un volumen, V¥, del espacio, la probabilidad de
encontrar a la particula debe evaluarse por la integral

P(V) = J apP = J W1 dV (6-56)

de acuerdo con (6-55).

La ecuacién (6-54) o la (6-55) pueden generalizarse si el sistema contiene
mas de una particula o sélo contiene una, pero se encuentra restringida a
moverse en una o dos dimensiones. En tales casos, la diferencial de volumen
debe tomarse en el espacio de definiciéon de la funciéon de onda. Es decir, si te-
nemos una particula en una dimension, entonces debemos reemplazar dV por dx;
si la particula se encuentra en dos dimensiones, dV representara una dife-
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-+

v y

Figura 6,13 Supongamos que [¥|? estad dada en unidades de picometros™ * (probabilidad
por picometro clibico). Si todos los puntos del cubo unitario de la figura tuvieran la misma
densidad de probabilidad que la del punto (x, y, z), entonces la probabilidad de encontrar
a la particula dentro del cubo seria [[¥]?-1pm*]. Por ello, puede decirse que |¥|* mide
la probabilidad, por unidad de volumen, en un punto.

rencial de area; si existen dos particulas moviéndose en tres dimensiones,
como la funcién de onda es funcion de (xy, y1, 24, X2, V2, Z3), dV representa una
diferencial de volumen en este espacio hexadimensional, lo que podria ser
dV = dx,dy,dz,dx,dy,dz,. En este tltimo caso, |¥|* representa la densidad de
probabilidad de encontrar a la particula 1 en el punto (x,,y;,z;) y a la
particula 2 en el punto (x,, y,, z,).

Cuando, en (6-56), V represente ¢l volumen de todo el espacio, P(V) valdra
la unidad, asi que, de acuerdo con la interpretacion de Born, la funcién de
onda de un sistema debe ser tal que

J;E P> dV =1 (6-57)

la que se conoce como condicién de normalizaciéon de la funcién de onda.

Para que la condicion de normalizacién se satisfaga, la funcién de onda
debe aproximarse a cero conforme crezca(n) su(s) argumento(s). Vale la pena
mencionar que existen casos especiales de funciones de onda para las cuales la
integral de su cuadrado no converge cuando se toma un volumen infinito del
sistema. Sin embargo, la norma, en general, es que la ecuacion (6-57) debe
satisfacerse. Debido a ello, no basta encontrar las posibles soluciones de la
ecuacion de Schroedinger, sino que entre ellas debemos desechar todas las que
no sean normalizables o cuadrado integrables.
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Otras restricciones adicionales aparecen con el postulado de Born:

a) Si|¥|? ha de representar una densidad de probabilidad, entonces ¥ debe ser
una funcién continua, pues no resulta légico suponer que dicha densidad de
probabilidad varie abrupta, o mis bien discontinuamente, en el espacio.

b) La funcién de onda ¥ debe ser una funcion matemadtica bien comportada,
que para cada valor en su dominio no posea mds que una imagen, o sea, debe
ser univaluada. De otra forma, tendriamos dos o mds valores de la densidad
de probabilidad en un mismo punto del espacio, lo que resulta inaceptable.

Resumiendo, ¥ debe ser cuadrado integrable, continua y univaluada.

Ejemplo 6.12
a) Demuestre que el cuadrado de la funciéon

0, x <0
f(x)=<senx, 0<x<n
0, xX>n

no integra a la unidad.
b) Encuentre el valor de N para que W(x) = Nf(x) est¢ normalizada.

Solucion
a) Ya que f(x) vale cero excepto en el intervalo [0, n]:

J [f (0] dx = j [f(x)]* dx
0

— o

Sustituyendo el valor de f(x) en el intervalo mencionado,

Jw [fx)]?dx = J" sen? x dx

Con ayuda de una tabla de integrales, encontramos que
J L l:x sen 2x]" n
sen” xdx = | - — ==
o 2 4 4, 2

n

r fHx)ydx = -

y entonces,

2

de donde el cuadrado de f(x) no integra a la unidad.
b) Para que W(x) esté normalizada debe cumplirse que

Jw Pix)dx = 1

-

Sustituyendo ¥(x) = N f(x),

J‘w Yix)dx = N? j% fAx)dx =1

-
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y empleando el resultado en «), tenemos que

(o)

de donde podemos despejar el valor de N,
\/2

N= |-

T

2
Asi, ¥(x) = \/ sen x es una funcién normalizada.
T

PROBLEMA 6.15 Dada la funcion de onda, definida en todo el eje x,

¥(x) N
x =
x? + a?

donde a es una constante dada, encuentre el valor de N que normaliza a ¥(x).

Dato De una tabla de integrales,

dx _ x N 1 -
W ra)y 2aixta) 2T a

a’
Respuesta N =

Fis

Para el lector que lo desee, incluimos a continuacion unos ejemplos y
problemas sobre funciones de densidad de probabilidad. Mas ejemplos donde
se empleen funciones de onda se analizaran posteriormente.

Ejemplo 6.13 Suponga que la funcion
p(x) = C xe *2°
describe la densidad de probabilidad para la distancia, en metros, que recorre un cohete
antes de explotar en el aire.
a) Calcule el valor de la constante C para que p(x) corresponda a una funcion de
densidad de probabilidad aceptable.
b) Calcule la distancia recorrida con mayor densidad de probabilidad.
¢) Calcule la probabilidad de que el cohete explote antes de los 50 m de recorrido.
d) Calcule la funcion de probabilidad acumulativa, es decir, la probabilidad de que
el cohete explote entre 0 y X metros.

Solucion
a) Toda funcion de densidad de probabilidad debe integrar a la unidad en todo el
rango de variacion de la variable. En nuestro caso, la probabilidad de que el
cohete explote entre 0 y oo metros debe ser uno:

Jw px)dx =1

0
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Sustituyendo la funcidn p(x) e integrando, obtenemos

o0 evx/’ZO o«
CJ xe ¥20dx = C|: (x + 20)} =1
0 —1/20 o

Dando valores a los limites superior e inferior, tenemos

C(400) = 1, de donde C = 1/400

d
b) La densidad de probabilidad se maximiza donde aﬁ =0:
X

dp e*x/ZO
. (1 — x/20)
dx 400

Igualando a cero, tenemos que p(x) se maximiza para x = 20 m.
¢) Ya que

plx) = —

la probabilidad de explosion entre 0 y 50 m es

50 o= ¥/20 50
p(50) = J plx)ydx = % (x + 20}

0 0

70
AS0) = — €% — (~1) = 1 ~ 0287 = 0713

Mais del 709, de los cohetes explotan antes de los SO m.
d) Generalizando el inciso anterior,

JX X 20

pX)y =1 plx)dx =1

o 20
PROBLEMA 6.16 Para la distribucion de probabilidad del ejemplo anterior, calcule la
probabilidad de que un cohete explote entre los 20 y los 40 m de su recorrido.

Respuesta P20 < x < 40) = 0.33.

PROBLEMA 6.17 Suponga que la probabilidad de que un pez pique el anzuelo entre 0
y t minutos después de sumergirlo en el agua es

plty =1—¢™'

a) Obtenga la funcion de densidad de probabilidad para que un pez pique al
tiempo .

Respuesta  p(t) =e™*

PROBLEMA 6.18 Con el resultado del problema anterior, ;jrecomendaria cambiar la
carnada si después de tres minutos ningin pez ha picado?
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6.4.2 Otros conceptos estadisticos en mecdnica cudntica

La funcion de onda al cuadrado representa la densidad de probabilidad de la
posicion de la particula. Dado esto, es factible calcular el valor promedio de las
propiedades fisicas de la particula, como discutimos en esta seccion.

Como sobre la posicion de la particula sélo podemos obtener su comportamiento
estadistico, también tenemos que contentarnos con calcular sélo el valor promedio de
las variables fisicas que la caracterizan.

Para empezar, analizaremos un ejemplo para una variable discreta: (coémo
se calcula la estatura promedio de un grupo de alumnos? Para ello podemos
adoptar dos enfoques:

a) Dadas las estaturas de los N alumnos, la estatura promedio puede

obtenerse simplemente mediante

e +e, + - ey

1 N
(e) = N :Ni§1ei

b) Es légico pensar que varios alumnos pueden tener la misma estatura.
Si decimos, por ejemplo, que los alumnos 1, 3, 29 y 40 miden 1.62 m,
entonces como

e, + e + e39 + €50 =4 (162 m)

es suficiente multiplicar cada estatura e; por la frecuencia de alumnos
que la presentan f; (4, en el ejemplo). Asi, la estatura promedio puede
calcularse, al igual que en a), pero agrupando los términos en orden de
estaturas. La suma se¢ extiende ahora sobre las n estaturas diferentes, y
no sobre el nimero de alumnos, y cada término es de la forma fe;, que
es la suma de los f; alumnos con la misma estatura e;. De esta manera,
tenemos que

_ fies + fres + 0+ fuen
N

ey

lo que puede reescribirse como

(e> = (fi/Ney + (f2INes + -+ + (fu/ N)ew

Ahora bien, f;/N es la fraccion de alumnos con la estatura e, o sea,
la probabilidad de que al escoger un alumno al azar, éste tenga la
estatura e,. Definiendo p; = f;/N como la probabilidad de la estatu-
ra e, la estatura promedio resulta poder expresarse como

N
(ey = pre; + pe; + - F puy = Z pi€; (6-58)

i=1



MECANICA CUANTICA MODERNA 407

Tanto esta férmula como la del enfoque a) llevan al mismo resultado, pero
(6-58) nos sera de mas utilidad para presentar el caso de un promedio para una
variable continua. Todo lo que necesitamos es transcribir (6-58) para el caso de
una variable continua con cierta densidad de probabilidad. Es claro que
debemos efectuar los siguientes cambios:

1) La suma, que en (6-58) se realiza para todas las estaturas posibles,
debera reemplazarse por una integral para todos los valores posibles de
la variable.

2) La probabilidad p; de una estatura dada sera sustituida por una
diferencial de probabilidad dP. Cuando la funcion de densidad de
probabilidad sea |W|* = ¥*¥, dP se obtendra mediante (6-55) como

dP = WY*¥dV

3) Las estaturas e; se reemplazaran por la variable que desee promediarse.
Aplicando estos tres cambios, supdngase que se desea obtener el valor
promedio de la coordenada z de la particula. La ecuacion

(z) = j Y*yzdvV (6-59)
TE

permite obtener dicho promedio, la que puede leerse «suma-para todo punto
del espacio - de la altura z del punto por la probabilidad de que la particula se
encuentre en una diferencial de volumen, dV, situada en ese punto». De esta
forma, es clara la relacion del caso continuo con el discreto, (6-58).

Sin embargo, para otras propiedades hay que hacer una adaptacion. Por
ejemplo, la energia cinética en mecdnica cuantica se representa por un opera-

dor,

hz
E.=——V?

2m
Un operador solo tiene sentido si se aplica sobre la funcion de onda del
sistema; asi, no podemos colocarlo en el mismo lugar en el que se encuentra z
en la ecuacion (6-59). En estos casos, el operador se introduce aplicado so-

bre ¥, es decir, el promedio de la energia cinética debe obtenerse asi:
(E) = f P*E W dV
TE

o sea, permitiendo que actie sobre la funcion de onda y multiplicando
posteriormente por el conjugado de la misma.

En todo lo anterior se ha supuesto que la funcién de onda cumple con la
condicion de normalizacién (6-57). De no ser asi, el valor esperado o promedio
de una variable A4 con operador asociado A debe calcularse como

j W AY dV
TE

Ay =T (6-60)
J Y*y dv
TE
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Esta es, precisamente, la ecuacion (6-38) que presentamos anteriormente. Si la
funcién de onda estd normalizada, el denominador es la unidad y el numera-
dor puede interpretarse como el valor promedio de A4, una propiedad que
depende de la posicién de la particula, usando [¥|* como funcion de densidad
de probabilidad de su posicion.

Ejemplo 6.14 En el caso independiente del tiempo, la funcién de onda es una funcion
propia del operador hamiltoniano, como lo establece la ecuacion de Schroedinger (6-35),
con valor propio E. Obtenga el valor promedio de la energia mediante la férmula (6-60).

Solucion Ya que H es el operador asociado a la energia, aplicando (6-60), tenemos que
j W*HY dV
TE

f ¥y dv
TE

Pero podemos sustituir, en el numerador, la ecuacién de Schroedinger:

AY = EY

(E) =

y suponer que la funcién de onda esta normalizada para olvidarnos del denominador:
KE) = j Y*EY dV
TE
Pero como ¢l valor propio E es una constante, puede sacarse de la integral, y escribir:
(E) = EJ Y*y dv
TE

que, por la condicion de normalizacion, lleva a
(E) =E

es decir, el valor promedio de la energia de la particula resulta ser el valor propio de la
ecuacion de Schroedinger.

PROBLEMA 6.19 Dada la funciéon de densidad de probabilidad del ejemplo 613,
demuestre que la distancia promedio viajada por los cohetes antes de explotar es de 40 m.

El resultado que obtuvimos para el valor promedio de la energia en el
ejemplo 6.14 vuelve a repetirse para toda otra propiedad A para la cual la
funcion de onda sea propia del operador A, segun lo indica (6-36). En ese caso
tendremos

{A) =a

Toda esta gama de resultados estadisticos que nos provee la mecdnica cuantica
ha sido criticada agriamente por algunos eminentes cientificos. Para Albert
Einstein, la mecénica cuantica no es una ciencia completa, aun faltar. cosas por
descubrir, pues no concebia que solo pudieran obtenerse datos promedio o
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distribuciones de la posicion de las particulas. Finstein hizo famosa la frase
Dios no tira dados, que presenta su reticencia a aceptar que todo lo que
podamos obtener del microcosmos sea sOlo una vision estadistica. Si los
electrones se comportan, en promedio, como lo hacen, debe haber una razon
aun no descubierta para ello, indicaba FEinstein. Otros, como David Bohm,
apoyan la misma creencia de que existen variables ocultas que determinan el
comportamiento estadistico regular de las particulas. Podemos o no estar de
acuerdo con esta posicidén, pero, por lo pronto, podemos asegurar que la
mecdanica cudntica nos permite obtener, al menos, los valores esperados
correctos para las variables dinamicas de los sistemas de particulas. Sobre este
particular, seguiremos presentando al lector datos sobre las diversas interpreta-
ciones de la mecanica cudntica, para que pueda ayudarse a discernir sobre lo
que constituye el cuerpo de la teoria y lo que estd aun sujeto a discusion.

PROBLEMA 6.20 Recurriendo a la funciéon de onda normalizada del ejemplo 6.12:

2

Y(x) = \/ sen x en el intervalo [0, n]
T

Y(x) =0, en el resto del eje x

demuestre que el valor esperado de la coordenada x vale cero, es decir, que

o«

(xD = J ) W(x) xP(x) dx = J xP*x)dx =0

—w I ¢

PROBLEMA 6.21 Dada la funcién de onda del problema 6.15:
a1

W(x) =
) n x*+ a*

a) Encuentre el valor esperado de la coordenada x.
b) Encuentre el valor esperado del cuadrado de la coordenada x.
Nota: Use una tabla de integrales.

Respuesta a) (x> =0 b) (x*> =a?

6.5 LAS RELACIONES DE INCERTIDUMBRE
Y SUS IMPLICACIONES

Ya apuntdbamos que existen diversas interpretaciones de la mecdnica cudntica.
La que ha recibido mas atencion por parte de la comunidad cientifica es la
interpretacion de Bohr, Heisenberg, Pauli, Dirac y todo un grupo de fisicos que
trabajaron, entre 1925 y 1930, en el grupo de Bohr, en Copenhague. Por ello,
se ha denominado a ésta la «interpretacion de Copenhague de la mecdnica
cuantica». En la mayoria de los textos escritos sobre este tema domina dicha
interpretacion, y el lector, creyéndola parte de la teoria, la asimila. Los autores



410 ESTRUCTURA ATOMICA

de este texto estamos en desacuerdo con ese proceder y hemos intentado (no es
facil) separar los aspectos puramente cientificos de los filosoficos. En esta
seccion presentamos las relaciones de incertidumbre, derivadas por Heisenberg,
separadas de las diversas interpretaciones filosoficas que generan. En la seccidon
siguiente analizamos su naturaleza estadistica, tal como son obtenibles a partir
de la mecanica cuantica, y, posteriormente, presentamos algunas de sus inter-
pretaciones mads relevantes, las que ejemplificamos, por ultimo, con el experi-
mento de las dos rendijas.

6.5.1 Las relaciones de Heisenberg

En 1927, después del nacimiento de la mecanica cuantica, W. Heisenberg presentd
las llamadas «relaciones de incertidumbre», que pueden derivarse de la teoria.
Empecemos por definir la variancia o dispersion de un operador, A, como

(A4 = {4 = <D (6-61)

Se acostumbra, también, definir la desviacion estindar A4, que no es mas que
la raiz cuadrada de la variancia, es decir,

AA = J{A = (D (6-62)

Recordando que los paréntesis ) representan un valor promedio mecanico
cuantico como el de la ecuacién (6-60), podemos reescribir (6-61), suponiendo
que la condicion de normalizacion de ¥ se satisface, como

(A4)* = ((A* — 244> + <4>%))
(AA)? = LE WHA? — 24¢A) + CAHP AV

Separando esta expresion en tres integrales y recordando que <A4) es un
nimero que puede salir de las mismas, obtenemos

(A4)? =j ‘{'*AZ\PdV—2<A>J W AP dV + <A>2j P 4y
TE TE TE

Identificamos al primer término como el valor esperado del operador A% ala
integral del segundo término como {4,y la integral del tercer sumando, por
la condiciéon de normalizacion, sera igual a la unidad, o sea, que

(A4)* = {A%) — 2{AY<A) +K4)?
(A4) = (A?> — <A)? (6-63)

De acuerdo con esto, podemos expresar a la desviacion estandar de (6-62) de la

forma siguiente:
A4 = J{A?) — (A)? (6-64)
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Ejemplo 6.15 Para entender el concepto de desviacion estédndar, desarrollaremos, como
hasta ahora, un ejemplo para una variable discreta.
Imaginemos un grupo de cinco alumnos que obtiene las calificaciones siguientes:

ALUMNO CALIFICACION

bW N —
00 \D 00 00 \O

5

Yo = 425

i=1
La calificacién media es, para este caso discreto,
{(¢> =425/5=18S5

Podemos decir que, en este grupo, todas las calificaciones se desvian poco de la

calificacion promedio. La desviacion estandar es, precisamente, un cuantificador de las

desviaciones de la media, asi que debe resultar pequefia para este grupo.
Calcularemos Ac a partir de la definicién de la varianza

(A = {(c — LX)

Como siempre, para una variable discreta, el promedio especificado por los parénte-
sis ¢ ) implica sumar los términos de cada alumno y dividir entre cinco, es decir,

(Ac)® = Z (c; = <>y
Sustituyendo {c¢) y las calificaciones c;, obtenemos
1
(Ac)* = 5(0.52 +(=0.5)?* + (=0.5% + 0.5 + 0%) = 0.2

asi que la desviacion estandar vale

Ac = J02 = 0447

Comparemos este resultado con el de otro grupo, donde las calificaciones de los cinco
alumnos difieran mas de la calificaciéon promedio:

ALUMNO CALIFICACION

6.5

7
10

9.5
95
42.5

La calificacién media es la misma, 8.5, pero sin duda estamos ante un grupo mas

heterogéneo que el primero.
El calculo de Ac conduce al resultado

Wb N —

(Ac)* = [( —152 4+ 152+ 12+ 17] =21

Ac = \/ﬁ = 145
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Vemos que la desviacion estandar es mas del triple de aquella del primer grupo.

La desviacion estandar es una medida de dispersion muy empleada en estadistica.
Nos da una idea de qué tanto los valores individuales se alejan del valor promedio.

{A> sblo nos proporciona el valor promedio de la propiedad A. No sabemos si,
durante las diversas mediciones, esta variable fisica se ha mantenido cercana a su
valor promedio o ha oscilado mucho alrededor de él. Esta informacion la encontra-
mos en AA.

Como la varianza es una suma (integral en el caso continuo) de cuadrados
de desviaciones respecto al valor promedio, toda desviacion de la media
contribuye positivamente, asi que una varianza sera cero solo cuando la
variable tenga siempre ¢l mismo valor.

Ejemplo 6.16 Calcule la varianza de la energia para un sistema con hamiltoniano
independiente del tiempo.

Solucion Aplicaremos la ecuaciéon (6-64). Ya se demostrd, en el ejemplo 6.13, que
{E> = E. Resta calcular {E?), que es, por definicion,

(E?y = J PEAY 4V = J
TE

Y*AAY dV
TE

Sabemos, de la ecuacion de Schroedinger, que HY = EV¥, lo que, sustituido arriba,
lleva a

(E* = J Y*AEY dV
TE

Siendo E, el valor propio, una constante, podemos sacarla de la integral y volver a
aplicar HY = EW, para obtener

(E* = EJ W*EY dV = EZJ Y Y dV
TE TE
(E?y = E?
Aplicando ahora (6-63), tenemos que

(AE¥* =0

Concluimos que, como la energia tiene varianza nula, cada vez que midamos la energia
de un sistema descrito por una funcion de onda propia del hamiltoniano, obtendremos
siempre ¢l mismo valor, E. Decimos, entonces, que la energia siempre es una variable
bien definida para sistemas no dependientes del tiempo.

El resultado del ejemplo anterior es aplicable a cualquier otra variable
dindmica siempre que la funcion de onda sea propia del operador asociado. Es
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decir, si ¥ es una funcién propia del hamiltoniano y, ademas, para la variable
A tenemos que

AY = a¥ (6-65)
entonces,
(A4 =0

Esto indica que los valores medidos para la propiedad A seran siempre los
mismos (dentro del margen de error experimental). En ese caso decimos que A
es una constante de movimiento, que toma siempre el valor a.

Desgraciadamente, la funcién de onda de un sistema nunca satisface
ecuaciones como la (6-65) para todos los operadores mecanico-cuanticos. A
éstos podemos englobarlos en dos grupos: los que tienen como funciones
propias a aquellas que lo son del operador hamiltoniano, para los cuales su
varianza es cero, y aquellos que, al aplicarlos sobre las funciones propias del
hamiltoniano, conducen a

BY + b¥, (6-66)

los que tienen varianzas estrictamente mayores que cero. Para éstos, al medir
repetidas veces la propiedad B encontraremos todo un conjunto de valores
dispersos, con una desviacién estindar AB y media {B).

Una vez familiarizados con las desviaciones estandar de la mecénica
cuantica, presentamos las relaciones de incertidumbre.

Heisenberg demostr6 que para dos variables fisicas conjugadas, como lo son, por
ejemplo, la coordenada x y la cantidad de movimiento en x, p., se cample la siguiente
desigualdad entre sus desviaciones estdndar:

(Ax)(Ap,) = S h (6-67)

N =

Nunca ambas desviaciones estandar pueden ser cero. O, lo que es lo mismo,
posicién y cantidad de movimiento no pueden tener operadores que satisfagan
simultaneamente la relacion (6-65), siendo W una de las posibles funciones de
onda del sistema (propia del hamiltoniano). Es mas, si alguna de las desviacio-
nes estandar, ya sea la de x o la de p,, vale cero, la otra tiene que ser
infinitamente grande para que la desigualdad (6-67) pueda cumplirse. Si, por
ejemplo, Ap, = 0, en cuyo caso la cantidad de movimiento en x mostrara
siempre ¢l mismo valor experimental, Ax no puede tomar un valor real, pues el
producto de cero por cualquier otro real es cero, violandose (6-67). Por ello, la
finica solucion es que Ax = oo, pues (0)(cc) es una indeterminacion matemati-
ca. En este caso, las determinaciones experimentales de la coordenada x de la
particula arrojaran datos absolutamente dispersos.

Ahora puede resultar claro por qué (6-67) recibe ¢l nombre de «relacion de
incertidumbre».
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No existe sistema cuantico para el cual la posicién y la cantidad de movimiento sean
variables bien definidas simultdneamente. Si preparamos un buen mimero de muestras
de un sistema para efectuar mediciones experimentales de posicién y cantidad de
movimiento, nunca lograremos en todas ellas detectar valores constantes de x y de p,.
Una o las dos variables arrojardn datos dispersos que satisfaran la desigualdad de
Heisenberg (6-67).

Algunos autores suponen que, posiblemente en el futuro, se hallard un
sistema de control que supere esta limitacion, cuando se sepa a qué se debe el
comportamiento aleatorio de las particulas. Otros, los que defienden otra
corriente de pensamiento, piensan que la limitacion es de caracter esencial, que
se trata de un principio de la naturaleza. Por ello se conoce también a (6-67)
como el principio de incertidumbre.

Ejemplo 6.17 Aplique la relacion de Heisenberg (6-67) a una canica de un gramo,
para obtener la desviacion estandar o incertidumbre de su posicién a partir del dato:
Av, = 0.0000001 cm/s.

Solucién Obtendremos la desviacion estandar de la cantidad de movimiento, Ap,, a
partir de Av,,

Ap,=mAv, =1 x 1073 kg(l x 107°m/s) =1 x 10" '*kgm/s
Despejando ahora Ax de la relacion de incertidumbre y sustituyendo el valor obtenido

para Ap,, obtenemos
h 6.626 x 1073 J/s

2 =
azAp.  4(3.1416)(1 x 10~ "2 kg m/s)
Ax = 527 x 107 m

Ax

La incertidumbre en la posicion para esta canica es, al menos, de 527 x 1072 m,
magnitud francamente ridicula comparada con las dimensiones del objeto.

Las desviaciones estindar dadas en este ejemplo son tan pequefias que escapan a
cualquier intento de medicién experimental. Es decir, en el mundo macroscdpico, la
relacion de Heisenberg no es importante ni decisiva como para preocuparnos de la
dispersién de los resultados experimentales. Poco importa si la canica estd en un
determinado punto de su trayectoria o 1072* m mas adelantada o retrasada.

Ejemplo 6.18 Recalcule la incertidumbre en la posicion del ejemplo anterior, pero
ahora para un electron, de masa 9.11 x 107*! kg.

Solucién Ap, sera, en esta ocasion, notablemente mas pequefia que para la canica del
ejemplo anterior:

Ap, = mAv, = 9.11 x 1073 kg(1 x 1072 mfs) = 9.11 x 107 *°kgm/s
con lo cual, la desviacion estandar en la posicién sera

_ b 66252 x 107U
¥ 2 4nhAp,  4(3.1416)(9.11 x 10-*0 kg m]s)
Ax > 579km

A =579 x 10*m
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Vemos que la dispersion en la posicion resulta enorme para un ente microscopico como
el electron.

PROBLEMA 6.22
a) Obtenga la desviacién estandar de las siguientes mediciones de la velocidad de

un electron:

v, = 100.5 cm/s vy = 99.6cm/s
v, = 987cmfs vs = 999cm/s
v; = 100.6 cm/s ve = 100.1 cm/s

b) Suponiendo que el resultado en a) corresponde al valor estadistico de la
desviacion estindar para el electron, obténgase la incertidumbre, Ax, en la
posicion del mismo.

Respuesta a) {v) =99.9 cm/s, Av = 0.635 cm/s b) Ax = 0912 cm

De los ejemplos, resulta claro que la relacion de incertidumbre (6-67)
presenta grandes repercusiones en el mundo microscépico. Algunos cientificos
han propuesto llamarla «relacion de inexactitud o de desconocimiento». Nada
mas inapropiado. La relacion de incertidumbre es absolutamente exacta desde
el punto de vista estadistico, y podriamos enunciarla asi:

Las distribuciones de la cantidad de movimiento y la posicion de una particula son
tales que su producto es del orden, o mayor, que la constante de Planck.

Existe una relacion de Heisenberg para cada pareja de variables fisicas conjuga-
das. Algunos ejemplos de ellas son:

— Momento angular (L, y angulo ():

ALAx > (6-68)

ISR

— Energia y tiempo:

AE AT > (6-69)

N 3

En todo el desarrollo de este capitulo hemos supuesto que la funcion de
onda es estacionaria. Entonces, la energia del sistema estd perfectamente
determinada y AE = 0. En vista de la ultima relaciéon de Heisenberg, existira,
en este caso, una infinita dispersién del tiempo en el que la particula del
sistema tiene la energia E.

6.5.2 Interpretacion de las relaciones de incertidumbre

La existencia de las relaciones de incertidumbre para las dispersiones de las
variables dindmicas de un sistema fisico ha conducido a diversas interpretacio-
nes filosoficas. A la pregunta:
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/Debemos admitir que una particula no tiene una posicion (y cantidad de
movimiento) definida cuando somos incapaces de determinar un valor constante
para ella al realizar la misma medicion sobre diversos sistemas idénticamente
preparados?

se han dado diversas respuestas, contradictorias entre si. De cada respuesta se
ha elaborado una cierta interpretacion filosofica de la mecdnica cudntica.

En esta seccién no pretendemos, ni mucho menos, ser exhaustivos. Por ello
hemos incluido en la bibliografia, al final del capitulo, una serie de referencias
para que los interesados profundicen sobre el tema. Solo intentamos dar a
conocer al lector algunas de las interpretaciones mas comunes para que se sepa
de su existencia, se identifiquen los aspectos sujetos aun a discusion y puedan
separarse de aquellos absolutamente aceptados.

En adelante, emplearemos ¢l término «electron» para referirnos a cualquier
particula cuantica.

a) La interpretacion de Copenhague u ortodoxa

Esta es, sin duda, la interpretacion mas frecuentemente encontrada en los
libros sobre el tema. En sus inicios fue encabezada por Bohr, Born, Heisen-
berg, Pauli, Dirac y otros.

Para la «escuela de Copenhague», la relacion de incertidumbre es una
restriccidon asociada al proceso de medicion que nunca desaparecerd con
posteriores avances del conocimiento. Representa una limitacion de caracter
fundamental que se aplica permanentemente, y de aqui que sea elevada a la
categoria de principio de la naturaleza.

La mecanica cudntica es, por tanto, una ciencia completa, cuyos resultados
constituyen todo lo que podemos conocer de los sistemas. Afirman Bohr y
Heisenberg:

«Nosotros sostenemos que la mecdnica cudntica es una teoria completa; sus
hipétesis bdsicas fisicas y matemdticas no son susceptibles de modificaciones
posteriores.»

La interpretacion de Copenhague indica que la relacion de incertidumbre
no es aplicable aisladamente del proceso de medicion u observacion del
sistema. Por tanto, nace de la observacion, y no es una propiedad de los
sistemas en si. Segun Heisenberg:

«..la ciencia es el estudio de nuestras observaciones del mundo, y no del mundo
mismon.

Para esta escuela, el sistema observado y el observador son entes insepara-
bles. Apunta Pauli que

«El concepto de objeto material, de constitucion y naturaleza independientes
del observador, es ajeno a la fisica moderna, la que, forzada por los hechos, ha
debido renunciar a esta abstraccion.»
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Por su parte, Heisenberg dice:

«Mientras que el dominio de la fisica cldsica lo constituyen acontecimientos
objetivos, cuya observacion no tiene significado alguno para su existencia, la
teoria cudntica estudia los procesos que se desencadenan en el momento en que
son observados, de modo que carece de sentido toda proposicion fisica acerca
de ellos en el intervalo de tiempo comprendido entre las observaciones.»

Vemos entonces que en esta interpretacion domina el subjetivismo filosofi-
co. Las afirmaciones de la teoria cuantica se entienden como aseveraciones
sobre el grado de ignorancia o certidumbre que tenemos sobre ¢l sistema y no
como propiedades del sistema en si, independientes del observador. Podemos
reforzar lo anterior con otra frase, tomada también de Heisenberg:

«Ellos [los oponentes a la interpretacion de Copenhague] prefieren retornar a
la idea de un mundo objetivo real, cuyas partes mds pequefias existen objetiva-
mente, como las piedras y los drboles existen, independientemente de que los
estemos observando o no. Esto, sin embargo, es imposible, o al menos no
enteramente posible, a causa de la naturaleza de los fendmenos atomicos.»

En un nuevo orden de cosas, otra posicion filoséfica adoptada por la
escuela de Copenhague se refiere a la imposibilidad de conocer el mundo que
nos rodea. Puesto que la mecdnica cuantica es, segin esta escuela, una ciencia
completa, y que no proporciona mas que datos estadisticos acerca de los
posibles resultados de un experimento, no podemos (ni podremos) predecir qué
medicién obtendremos en un experimento dado. Por tanto, en la naturaleza
misma existe un elemento de incognoscibilidad.

El mismo argumento de la completez de la mecanica cuantica lleva a
postular que no encontraremos las causas por las que el electron se comporta
estadisticamente como lo hace. Segin la interpretacion ortodoxa, este fenome-
no no es analizable. Por ello, indica, el comportamiento aleatorio del electron
es acausal, pues éste es azaroso por naturaleza, como si estuviera dotado de
libre albedrio. El indeterminismo es la forma de ser del electrén, y no una mera
limitacién de nuestra ignorancia temporal que vaya a ser superada en el futuro.
Segun Bohr:

.. la mecanica cudntica lleva implicita la necesidad de renunciar definitivamen-
te al ideal cldsico de la causalidad».

Otro rasgo distintivo de la escuela de Copenhague es el llamado principio
de complementariedad, enunciado inicialmente por Bohr. Segun éste, el compor-
tamiento corpuscular y ondulatorio son aspectos complementarios de la
naturaleza. Ambos son esenciales para poder describir completamente los
fendmenos.

No se trata, como creia De Broglie, de que cada particula esta guiada por
una onda piloto. El electron es de tal naturaleza, que se muestra algunas veces
como onda y otras como corpusculo clasico; es un ente dual para el que
necesitamos descripciones complementarias. Asi, cuando la incertidumbre en la
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posicién de un electréon vale cero, Ax = 0, tendra las propiedades de un
corpusculo clasico. Por el contrario, si es la dispersién en la cantidad de
movimiento la que vale cero, Ap, = 0, de la relacion de De Broglie tenemos
que A1 =0, por lo que el electron se comportara como una onda con A
precisa y posicion absolutamente indeterminada, pues Ax = co.

De acuerdo con la interpretacion de Copenhague, la funcion de onda, P,
describe el comportamiento de un electrén. Si W vale practicamente cero en
todo el espacio excepto en una pequefia region, el electron que W representa
tiene similitud con un corpisculo clésico. Si, por el contrario, ¥ toma valores
apreciables en una amplia region o en todo el espacio, entonces el electron es
mas parecido a una onda. Asi, es la naturaleza misma del electrén la que
determina que su posiciéon y cantidad de movimiento no puedan determinarse
con toda precision simultaneamente. Simplemente, el electron no posee posi-
cion y cantidad de movimiento determinadas. Desde este punto de vista, la
mecanica cudntica se basa en nociones acerca del movimiento esencialmente
diferentes de las ideas de la mecdnica clasica. El concepto clasico de trayectoria
pierde su significado segun esta interpretacion. No podemos hablar de la
trayectoria del electron, pues éste no posee cantidad de movimiento ni posiciéon
perfectamente determinados.

b) Otras interpretaciones de la mecanica cudntica

La explicacion de la mecanica cuantica dada por la escuela de Copenhague
ha encontrado serias obieciones por parte de muchos fisicos renombrados.
Entre ellos podemos citar a Einstein, De Broglie, Planck, Schroedinger, Von
Laue, Landé y muchos otros.

Las diversas posturas adoptadas no conducen a diferentes predicciones de resultados
experimentales, sino que son de caracter filoséfico: diferentes puntos de vista sobre la
naturaleza del mundo que nos rodea.

Sin embargo, como se ha generalizado mucho mas la concepcién copenha-
gueniana, multitud de textos la toman como propia, provocando un efecto
multiplicador. Sin embargo, muchos de los cientificos actuales emplean la
interpretacion ortodoxa sin conocer o analizar a fondo otras posibles interpre-
taciones alternas. Indica DeWitt:

«Si se realizara un referéndum entre todos los fisicos, la mayoria se adscribiria
al campo convencionalista, de la misma manera que la gran mayoria de los
hombres darian su apoyo total a la Carta de los Derechos Humanos, la
hubieran letdo o no»

El mismo Schroedinger, al recibir el premio Nobel por su contribucién a la
teoria cudntica, se manifesto en contra de la interpretacién probabilistica de la
mecdnica cudntica y de concebir a las relaciones de incertidumbre como un
principio inviolable de la naturaleza:

«No puedo imaginarme a un electréon brincando como una pulga.»
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Albert Einstein, hasta su muerte en 1955, mantuvo una polémica constante
con Bohr respecto al significado de la teoria cuantica. Einstein sostenia que los
procesos en el microcosmos debian de suceder objetivamente, independiente-
mente de su observacion. Al respecto, opinaba:

«El esquema matemdtico de la teoria cudntica parece describir estadisticamente
los fenémenos atomicos de una manera perfectamente adecuada. Pero si bien
las aseveraciones acerca de la probabilidad de ocurrencia de los fendmenos
atémicos son completamente correctas, esta interpretacion no describe qué
sucede realmente entre las observaciones o independientemente de ellas. Pero
algo debe suceder, esto no lo podemos dudar; este «algo» no necesita estar
descrito por electrones o cuantos u ondas, pero a menos que se le describa de
alguna manera, el objetivo de la fisica no estd completo. No puede admitirse
que se refiera solo al acto de la observacién. El fisico debe postular en su
ciencia que estd estudiando un mundo que él mismo no ha hecho y el cual
estaria presente, esencialmente idéntico, si no estuviéramos aqui. Por tanto, la
interpretacion de Copenhague no ofrece un entendimiento real de los fenomenos
atéomicos.»

En 1935, Einstein publicé un articulo junto con dos colegas jovenes,
Podolsky y Rosen, donde expuso explicitamente sus objeciones. Alli planted
una paradoja de la interpretacion ortodoxa que se ha hecho famosa, al igual
que la paradoja del gato de Schroedinger *°.

Las interpretaciones no ortodoxas, o bien no se preocupan de las causas
que producen el comportamiento estadistico de los electrones, o lo atribuyen a
motivos atn desconocidos. Como ejemplo, presentamos la siguiente frase de
Louis de Broglie:

«Es posible que mirando hacia el futuro, en un nivel mas profundo de realidad
fisica, nosotros seamos capaces de interpretar las leyes de la probabilidad y la
fisica cudntica como resultados estadisticos del desarrollo de valores completa-
mente determinados de variables que en el momento estdn ocultas para
HOSOtros.»

David Bohm ha defendido esta misma posicion:

«Entre las nuevas clases de leyes que ahora se le permite a uno considerar si
deja de suponer la validez absoluta y final del principio de indeterminacion, una
posibilidad muy sugestiva e interesante es, entonces, la de un nivel mecdnico
subcudntico que contiene variables ocultas»

10 Para el lector interesado, hemos incluido una serie de citas sobre este punto en la bibliogra-
fia del final de este capitulo. Para el efecto, véase: Ballentine, L. E.; idem, Bohr, N.; De la Pefia, L.,
y Cetto, A. M.; idem, D’Espagnat, B.; DeWitt, B. S.; Einstein, A.; Podolsky, B., y Rosen, N.;
Freundlich, Y.; Hall, R. B.; Omelianovski, M. E., y Weisskopf, V. F.
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Pero, ;qué debemos entender por variables ocultas? Expliquemos esto con
una analogia. Suponga que contamos con un haz de electrones que atraviesa
un campo magnético altamente inhomogéneo. Para nuestra sorpresa, la mitad
de los electrones son desviados hacia arriba de su trayectoria y la otra mitad
hacia abajo. Nosotros partiamos de la idea de que todos los electrones del haz
eran idénticos y, sin embargo, se comportan seglin un patron estadistico
regular. Para un electrén dado que entra al campo, no tenemos ninguna
certeza de qué comportamiento va a escoger. Este mismo experimento fue
realizado en 1921, y no pudo ser explicado. Para esa fecha el espin de los
electrones era una «variable oculta» que en realidad existia y determinaba uno
u otro comportamiento de los electrones del haz.

Segun esto, las razones del extrafio proceder estadistico de los electrones
habran de encontrarse en el futuro, cuando se investiguen niveles mds profun-
dos que el de la fisica atémica o nuclear.

En el proceso de decaimiento de los nucleos radiactivos se conoce también
una ley estadistica: la rapidez de decaimiento en una muestra es proporcional
al numero de nucleos radiactivos presentes. Esta ley se cumple rigurosamente,
pero la razon por la que un cierto nucleo decae en un momento dado y no
otro, se desconoce. Segln la corriente de las variables ocultas, debe existir una
explicacion subnuclear que conduzca al decaimiento de cada nucleo y explique
la regularidad estadistica existente.

Otra critica frecuente a la interpretacion de Copenhague se basa en que la
mecdnica cudntica y su aparato matematico no incluyen ninguna mencion al
aparato de medida y, por tanto, nada debe concluirse sobre el proceso de
medicion en si. Por ejemplo, Mario Bunge indica que quien desee predecir una
propiedad para el atomo de helio empleando la mecanica cuantica, sélo debe
proponer un operador hamiltoniano adecuado y resolver la ecuacion de
Schroedinger. Como en el hamiltoniano sélo se encuentra presente informacion
concerniente al atomo, tinicamente es factible concluir cosas sobre el comporta-
miento del dtomo aislado y no sobre el proceso de medicion de la propiedad,
pues el hamiltoniano no contiene informacién alguna sobre el aparato de
medida.

Aunque existe una multitud de interpretaciones opuestas a la de Copenha-
gue, hemos decidido presentar una de ellas a manera de ejemplo: la interpreta-
cion estocdstica. Con la informacién que a continuaciéon daremos de ella
podremos analizar, en la siguiente seccion, como se opondrian entre si dos
concepciones sobre un experimento dado.

De acuerdo con la interpretacion estocastica, el electron es un corpusculo.
Tiene una posicion y cantidad de movimiento definidos en cada momento, por
lo que sigue una trayectoria también definida. Sin embargo, no es un corpisculo
clasico, ya que su trayectoria, aunque es precisa, resulta impredecible. No
obstante, el comportamiento estadistico de un gran nimero de electrones es
totalmente regular y controlable.

La funcién de onda es util para obtener, a través de ella, resultadcs sobre el
proceder estadistico de un gran nimero de sistemas. Esto es, la funcién ¥
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contiene informacion no sobre una particula, sino sobre una coleccion!'! de
ellas. Si, por ejemplo, |¥|? es tal que la probabilidad de encontrar al electron
en un volumen dado resulta 1/3, se interpreta que para un gran conjunto de
sistemas idénticos, en uno de cada tres sistemas el electron se hallara en el
volumen especificado.

Un electrén no tiene propiedades ondulatorias. Sin embargo, el comporta-
miento de un buen numero de electrones refleja generalmente un patrén ondu-
latorio, caracterizado por la longitud de onda de De Broglie y la solucion, 'V, a la
ecuacién de Schroedinger.

Finalmente, segiin la interpretacion estadistica, las relaciones de incertidum-
bre deben interpretarse como caracteristicas de las dispersiones estadisticas
debidas al comportamiento impredecible de cada electron.

6.5.3 Experimento de la rendija doble

Para analizar como es que un resultado experimental dado -puede ser interpre-
tado de varias formas presentamos en esta seccion el famoso experimento de la
doble rendija. Este fue, durante muchos afios, un experimento mental'? o
experimento pensado. Actualmente ha sido posible realizarse, por lo que no
tenemos ninguna duda de sus resultados. Aun asi, la disputa sobre su
interpretacion permanece abierta.

Intensidad Intensidad

— ¢ N ¢
— —

— I —

— Rendija —

— tapada —

— —

— —

H Pantalla Placa

a opaca fotogréfica
@ (b)

Figura 6.14 Cuando una de las rendijas estuviera tapada, (a), todas las particulas clasicas
atravesarian en linea recta por la segunda rendija, salvo algunas pocas que fueran desviadas
por el borde de la incisién. Al abrir, en (b), ambas rendijas, el resultado esperado corres-
ponderia a una sobreposicion del de la figura (a) para cada rendija, pues el hecho de que
una particula atraviese por un agujero no tendria ningin efecto sobre la segunda incision.
El paso por una u otra rendija son eventos independientes entre si.

'l En general, se prefiere la palabra francesa ensamble, en lugar de coleccion o conjunto, para
denotar un gran numero de sistemas que son réplicas idénticas del sistema que se estudia.

12 Reciben este nombre los experimentos imaginados que son consistentes con las leyes conoci-
das de la fisica, aunque no sean factibles de realizar debido a dificultades técnicas.
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Figura 6.15 Si una sola de las rendijas esta abierta, (a), y es suficientemente pequefia,
se presenta un gran maximo central y otros maximos secundarios de mucha menor
magnitud. Cuando ambas rendijas estan abiertas, (b), el patron no corresponde a la
sobreposicion de dos como los de (a), sino un conjunto de varios maximos y minimos
de alta intensidad, como en un patrén de difraccién de luz.

El experimento consiste en lanzar un haz de electrones sobre una pantalla
opaca a la que se han hecho un par de incisiones y detectar en una placa
fotografica cual ha sido el efecto sobre el haz.

Si los electrones se comportaran como particulas clésicas, el resultado seria
el de la figura 6.14. Cada particula atravesaria la pantalla por alguna de las
dos rendijas y alcanzaria la placa fotografica.

Es bien sabido que éste no es el resultado real del experimento. Al pasar los
electrones por el sistema de rendijas se obtiene en la placa fotogrifica un
patron de difraccion, muy similar al que produciria la luz y de apariencia muy
semejante a los de las figuras 6.4 y 6.5. En la figura 6.15 se muestra el resultado
experimental real.

Este comportamiento es tipico de las ondas, como se muestra en la fi-
gura 6.16.

® Maximos
o Nodos
> Minimos

Figura 6.16 Al arribar una onda a la placa opaca, cada rendija funciona como un gene-
rador de una onda esférica (circular en el caso bidimensional de un estanque). Las ondas
esféricas, con maximos (lineas continuas) y minimos (lineas discontinuas), interficren entre si,
formando el patrén de difraccion.
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Es claro que este experimento de la doble rendija no puede explicarse
considerando que los electrones son corpusculos clasicos, y pone en evidencia
las propiedades ondulatorias de los electrones.

Veamos como Heisenberg interpreta estos resultados®?:

«Si uno describe este experimento en términos de ondas, diria que la onda
incidente penetré a través de las dos rendijas; habrd ondas esféricas secunda-
rias que partan de las incisiones e interferirdn una con otra, y la interferencia
producird un patrén de intensidad variable sobre la placa fotogrdfica.

El obscurecimiento de la placa es un proceso cudntico, una reaccion quimica
producida por un solo cuanto de luz. Entonces, debiera ser posible describir el
experimento en términos de cuantos de luz. Si estuviera permitido decir qué
pasa a este cuanto de luz desde su emision hasta su absorcion en la placa
fotogrdfica, uno podria razonar como sigue: el solitario cuanto de luz puede
haber pasado por el primer agujero o por el segundo. Si va a través del primer
agujero y es dispersado alli, la probabilidad de ser absorbido en cierto punto de
la placa fotogrdfica no puede depender de si el seqgundo agujero estd cerrado o
abierto. [...] En otras palabras, no deberia haber patron de interferencia. Por
tanto, la aseveracion de que cualquier cuanto de luz debe haber pasado, ya sea
a través del primer agujero o del segundo, es problemdtica y conduce a
contradicciones. Este ejemplo muestra, claramente, que el concepto de funcion
de probabilidad no permite describir qué sucede entre dos observaciones.
Cualquier intento de encontrar tal descripcion lleva a contradicciones; lo que
debe indicar que el término “sucede” estd restringido a las observaciones.

Ahora bien, éste es un resultado singular, dado que parece indicar que la
observacion juega un papel decisivo en el evento y que la realidad varia,
dependiendo de si es observada o no»

En estas frases de Heisenberg esta plasmada la interpretacion de Copenha-
gue. Para efecto de pasar por las rendijas, cada electron del haz se comporta
como una onda. No tiene sentido preguntarse por qué rendija paso, pues
incidié sobre ambas. Sin embargo, al momento de ser detectado en la placa, se
hace presente el aspecto complementario del electron, su naturaleza corpuscu-
lar, provocando un destello en un lugar bien determinado. Si, no contentos con
este comportamiento extravagante, insistimos en localizar por cual de las
incisiones pasé el electron, para lo que necesitaremos de un microscopio de
rayos gamma, podremos lograr nuestro propdsito, pero destruyendo por
completo el patrén de difraccion. Es decir, al intentar cualquier observacion, el
efecto de ésta sera incontrolable y conducird el experimento por otros derrote-
ros, de naturaleza diferente al que se desea investigar. No tiene sentido
preguntarse por lo que sucede entre dos observaciones.

Por otra parte, la interpretacion estadistica de la mecanica cuantica entien-
de de otra manera, muy diferente, el mismo experimento. Resulta que cuando

13 Heisenberg analiza el experimento realizado con luz, no con electrones. Cuando habla de
cuantos de luz, introduce el caracter corpuscular de la luz.
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se reduce la intensidad del haz incidente no se observa un debilitamiento
gradual del patrén de difraccion, sino que adquiere una estructura granular. A
este respecto, indica De la Pefia:

«Cuando las intensidades son tan bajas que enviamos los electrones uno a uno,
los vemos caer errdticamente en la pantalla, aunque lo hacen con mayor
frecuencia en las zonas donde el patrén integrado es mds brillante»

En la figura 6.17 presentamos la manera como va formandose el patrén de
difraccién final conforme transcurre el tiempo.

En vista de este resultado, los defensores de la interpretacién estadistica
indican que cada electrén sigue una trayectoria bien determinada. Pasa ya sea
por una o por otra rendija. Sin embargo, es imposible predecir en qué punto
particular de la pantalla va a caer. Su trayectoria especifica es impredecible. No
obstante, el comportamiento del conjunto de todos los electrones del haz puede
predecirse, pues siempre forma el patron total de difraccion. Esto quiere decir
que no todo es caos en el movimiento de los electrones, pues su comporta-
miento de grupo estd perfectamente predeterminado. Es el patrén estadistico de
los electrones el que muestra un caracter ondulatorio, por lo que la funcién de
onda debe interpretarse como una propiedad de todo el conjunto de electrones
y no de cada uno de ellos.

En su libro La fisica, aventura del pensamiento, Einstein escribe:

«No sabemos por qué un electron dado escoge un orificio y no el otro, pero el
efecto resultante de muchos casos repetidos debe ser tal, que ambos orificios
participan. en la transmisién de los electrones de la fuente a la pantalla

(a) ' (b)

Figura 6.17 Los electrones que atraviesan el sistema de rendijas pueden acelerarse uno a uno,
prolongando el experimento. En (a), los electrones alcanzan la pantalla erraticamente,
pero conforme arriban mas, empieza a ser claro que no llegan tan azarosamente, (b).
Después de un buen tiempo, el patrén de difraccién es totalmente perceptible, (c). El
patrén de difraccion muestra claramente zonas donde llega un mayor ntriero de elec-
trones y otras donde es muy poco frecuente su arribo.



MECANICA CUANTICA MODERNA 425

receptora. Si nos ocupamos sélo de lo que sucede a la multitud de electrones al
repetirse la experiencia, sin preocuparnos de su comportamiento individual, se
hace inteligible la diferencia entre las zonas oscuras y claras de la placa. De
la discusion de una larga serie de procesos iguales, repetidos, nacié una nueva
idea: la de una multitud compuesta de individuos que se comportan de un modo
imposible de pronosticar»

Terminamos aqui con esta breve exposicion de las interpretaciones de la
mecanica cuantica. Todas las corrientes coinciden en que las predicciones
matemaéticas de esta ciencia son indiscutibles y contrastan adecuadamente con
los resultados experimentales. Son sus interpretaciones filosoficas las que estan
sujetas a la opinion y juicio personales. Invitamos al lector a profundizar sobre
este tema para que adopte la que crea mas conveniente.

6.6 RESOLUCION DE LA ECUACION DE SCHROEDINGER
EN SISTEMAS SIMPLES

En esta Gltima seccion del capitulo sobre mecanica cuantica nos dedicaremos a
ejemplificar como se resuelve la ecuacion de Schroedinger para algunos
sistemas sencillos, con una sola particula. Con ello, el lector se familiarizard, en
el contexto de casos particulares, con el lenguaje abstracto de la mecanica
cudntica. Términos tales como funcion de onda, densidad de probabilidad,
operadores, estados cuanticos, valores propios, numeros cudnticos, etc., solo
pueden entenderse adecuadamente mediante los ejemplos.

Nuestro interés es familiarizar al estudiante de quimica con la mecdnica
cuantica. El primer ejemplo de interés verdadero para el quimico es el del
dtomo de hidrégeno. Desgraciadamente, la solucion de la ecuaciéon de onda
para el hidrogeno no es simple, pues solo es factible empleando una alta dosis
de matematica. Debido a ello, es estrictamente necesario que se resuelvan un
minimo de ejemplos sencillos, que permitan mds adelante la comprension de
los resultados para atomos.

6.6.1 Particula libre unidimensional

Consideremos una particula, de masa m, que se mueve libremente a lo largo
del eje x. Dado que no deseamos que se ejerza sobre la particula ningin tipo
de interaccion, consideraremos que la energia potencial en cualquier punto del
eje vale cero:

V(x) =0 (6-70)

Con lo anterior queda claro el objeto modelo que vamos a apalizar. El hamil-
toniano, H, puede construirse a partir del operador de energia cinética (6- -31) mas
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el de energia potencial, que, segin (6-70), corresponde al multiplicar por cero,
por lo que puede omitirse. Por tanto,

. h? d?

H=———— 6-71

2m dx? 671y
El hamiltoniano de (6-71) caracteriza a nuestro objeto modelo: una particula
con cierta energia cinética, que se mueve en una sola coordenada, en ausencia
de toda interaccion.
La ecuacion de Schroedinger (6-35) toma la forma:

h? d?
{ _ﬁﬁ} ¥ = EY (6-72)
Rearreglando (6-72), obtenemos
4>y _ _<2mE> v (6-73)
dx? h?

En el ejemplo 6.6 encontramos la soluciéon a una ecuacién similar a (6-73),
salvo que ahora aparece el factor constante (2mE/h?). En este ejemplo nos
interesa mostrar que la funciéon que resuelve (6-73) puede ser una funcion
compleja. En efecto, la funcion

\Pl _ Aei\/ﬁEx/h (6-74)

donde A es una constante, es una solucién a (6-73), lo que puede verificarse
facilmente.

PROBLEMA 6.23 Derivando dos veces respecto a x la funcion W,, demuestre que es
una solucion de la ecuacion (6-73). Indique por qué ¥, no representa una solucién
aceptable si la energia E es negativa.

De igual forma, la funcién
\PZ — Ae_i‘/ZMEx/h (6'75)

también es solucién a la ecuacion de Schroedinger.

Debemos hacer énfasis en que tanto ¥, como ¥, representan a toda una
familia de funciones, dependiendo del valor de E que se escoja como argumen-
to. Asi, la solucion de la ecuacion de Schroedinger aporta, en este caso
particular, dos familias de funciones cuyas propiedades analizaremos en seguida.

Para empezar, evaluaremos |'¥|?, la densidad de probabilidad para la
posicion de la particula. Para la primera o segunda familias de soluciones,
tenemos que

|\_}11|2 — \Pl >1k — Ae*'i\/@'vé-\'/h][/{e+1V/>ﬁx/h]*
= Ae+i¢'2m7£x/h][ A*e~iv”ﬁé.x/h]
= AA*
¥, ? = |47 (6-76)
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Pero ya que A4 es una constante, |4|* lo es. Ello quiere decir que la densidad de
probabilidad para la posicion de la particula es la misma en cualquier punto
del eje x. La particula puede encontrarse en cualquier posicion con la misma
densidad de probabilidad, y no tiene preferencia por ningn punto del eje en
particular. Si pretendiéramos medir la posicion exacta de la particula un gran
ntimero de veces, los resultados de la medicion serian absolutamente dispersos.
La posicion de la particula esta absolutamente indeterminada.
Ahora, encontraremos la primera aplicacion de la relacion de Heisenberg.

Si la posicion esta totalmente indeterminada, es factible que la cantidad de
movimiento p, no lo esté. Del ejemplo 6.7, ecuacion (6-32), el operador
correspondiente a la cantidad de movimiento resulta ser

) " d

bx " i

Analicemos si la primera familia de funciones, ademds de ser propia del
operador hamiltoniano, lo es de p,:

d o |
5 W, = —ih—(AeTNIEN = iR /2mE [h) Al mE"
PxT1 dX

p¥, = /2mEY, (6-77)
Comparando (6-77) con la ecuaciéon de valor propio para Do
Py = pYy
vemos que W, si resulta ser una funcién propia de p,, con valor propio
Py = /2mE (6-78)

Resulta, entonces, que la particula tiene una cantidad de movimiento perfecta-
mente determinada, que coincide con la expresion clasica.
Aplicando ahora p, a la segunda familia de soluciones, obtenemos que

p¥, = —/2mEY, (6-79)

de donde resulta claro que la ecuacion (6-74) describe el movimiento de la
particula hacia el lado positivo del eje x, mientras que (6-75) corresponde a la
particula que se mueve hacia el lado izquierdo del eje, con

p. = —+/2mE (6-80)

Despejando la energia de la particula, ya sea de (6-78) o de (6-80), tenemos la
formula clasica para la energia cinética:

E = p2[2m (6-81)
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Sustituyendo, ya sea (6-78) en (6-74) o (6-80) en (6-75), la funcion de onda de la
particula libre unidimensional puede escribirse como

W= Aci (6-82)

donde p, puede tomar valores positivos o negativos, representando con ello a
cualquiera de las dos familias de soluciones.

La ecuacidén (6-82) indica los posibies estados cuanticos o funciones de onda
para la particula libre. Cualquiera es accesible, pero en un momento dado estara
descrita por uno sdlo de ellos, con un valor preciso de p, y, por tanto, de
energia E, segin (6-81). Como vemos, cualquier valor de energia es potencial-
mente adquirible por la particula. No existe restriccion alguna al respecto. La
cuantizacion de la energia no ha hecho su aparicion. Para ello habremos de
tratar el siguiente ejemplo.

6.6.2 Particula en una caja de potencial unidimensional

En esta seccion restringiremos el movimiento libre de la particula del punto
anterior. Las consecuencias de esta restriccion seran sorprendentes, como se
vera.

El sistema consiste ahora en un electron, o cualquier particula, de masa m,
que se encuentra en el eje x, pero restringida a moverse en el intervalo (0, a).
Alli la energia potencial vale cero (no interaccion), mientras que fuera de este
intervalo se supone que existe un potencial totalmente repulsivo (V= o), de
tal manera que se asegura que la particula se encuentra restringida en (0, a).
Resumiendo, V(x) toma la forma:

Vix)=0 si 0<x<a

6-83
Vixy=00 si x<0 6 x>a (6-83)

Vemos que la energia potencial tiene una discontinuidad inconmensurable para
x =0y x = a. Este salto de V(x) hacia el infinito se representa, como vemos
en la figura 6.18, como una «pared» que no permite la salida de la particula del
segmento (0, a).

Para obtener la funciéon de onda debemos resolver la ecuacién de Schroe-
dinger,

h? 4>

—om g T VY = EY (6-84)

siendo V(x) la funcidén en (6-83).

Aparentemente, la solucién de (6-84) no es sencilla, debido a la naturaleza
discontinua de ¥(x) y a que toma un valor infinito fuera de (0, ). Sin embargo,
alli esta la clave. Como el operador hamiltoniano debe dejar a W inalterada,
salvo su multiplicacién por la constante E, es claro que ¥(x) debe valer cero
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Figura 6.18 Grafica de la energia potencial para el objeto modelo. En el intervalo (0, a)
se tiene como una «caja» de potencial cero, donde la particula puede encontrarse.

fuera de la caja. De otra forma, la multiplicacion de ¥ por infinito nunca daria
una constante por ¥. Ademds, eso es lo que desedbamos desde un principio,
pues si ¥ =0 fuera de la caja, no existe probabilidad de encontrar a la
particula alli:

Px)=0 si x<0 6 x>a (6-85)

Como ya discutimos en la seccion 6.4.1, la funcion de onda debe ser
continua, univaluada y cuadrado integrable. Como fuera de la caja vale cero,
en los extremos x = 0 y x = a debe también valer cero, para que sea continua,
es decir,

Y(0) =0

¥(a) = 0 (6-86)

Estas ecuaciones, llamadas condiciones a la frontera, deberan tomarse en cuenta
al resolver la ecuacion de Schroedinger dentro de la caja, que es lo que nos
resta. Como alli V(x) =0, (6-84) toma la forma siguiente:

W d*¥
T 8%m dx? E¥ €57

donde hemos sustituido # = h/2x.

Nuestro problema no se reduce simplemente a buscar soluciones posibles
para la ecuacion diferencial (6-87), sino, ademas, seleccionar entre ellas a las
que satisfagan las condiciones a la frontera (6-86). Por ello, aunque (6-87) es
idéntica a la ecuacion (6-72) para la particula libre, su solucién es mas
elaborada por existir la pareja de condiciones (6-86).

Podemos observar que ni ¥, ni ¥, de la particula libre son ahora
soluciones adecuadas, por no satisfacer la primera condicidn a la frontera, pues
e = 1.
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Volviendo la atencion al resultado del ejemplo 6.6, donde 1a solucién de la
ecuacion
d*v
dx?
resultd ser una combinacion de funciones trigonométricas senx y cosx,
podemos percatarnos que la solucion a (6-87) es la suma de las funciones

8n’mE |12

Yix)= A sen|: i ]x (6-88)
8 2 E 1/2

Y(x) = B cos[ nhT :|x (6-89)

Ejemplo 6.19 Demuestre que la senoide (6-88) satisface la ecuacion (6-87).

Solucién Derivando dos veces la funcion de onda (6-88) con respecto a x, obtenemos

sucesivamente:
dy 2 2
— = idd 2mET<A cos {_n_ \/Z—rrExD
dx h h
v 21\? 2
_—= = <—n> (2mErr)<A sen {—n | /2mETx}>
dx? h h
de donde

d2lIl 87[2mE'[
e

que es precisamente la ecuacion de Schroedinger para la particula en la caja.

Dada la primera condicion a la frontera, podemos descartar de antemano a
la funcion (6-89), pues para x = 0, el coseno vale la unidad. Pero (6-88) no es la
solucién final a nuestro problema, pues ain no hemos visto si se cumple la
segunda condicidon a la frontera, W(a) = 0.

Toda senoide vale cero en el origen, pero ahora es necesario que vuelva a
tomar el valor de cero en x = a. Evaluando (6-88) en este punto, vemos que
debe cumplirse la condicion

2
Asen%,/2mEa =0

Desde luego, una posibilidad es que A = 0, pero de ser ése el caso, toda la
solucion (6-88) valdria cero y no existiria la particula ni fuera ni dentro de la
caja, lo cual no es congruente con el modelo. La segunda posibilidad es que el
argumento de la senoide valga 180° = =n, 6 360° = 27, o, en general, un
numero entero de veces n, es decir,

2n
m 2mEa = nn, con n=1,2, ... (6-90)
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pues para todos estos valores el seno tiene un nodo. En esta ultima ecuacion,
h'y m son constantes universales, m y a son datos del problema, pues definen a la
particula y al tamafio de la caja. Hemos encontrado algo sorprendente: el
unico parametro que puede y debe ajustarse para que el argumento de la
senoide sea un numero entero de veces n, es la energia total E. Concluimos de
ello que sdélo cumplen con ambas condiciones a la frontera aquellas funciones
de onda como (6-88), donde E sea, despejandola de (6-90), igual a

n%h?

E =
8ma?

s conn=1,273,.. (6-91)

Es decir, la particula confinada dentro de la caja no puede tener cualquier
energia total, sino sélo aquellas especificadas por la ecuacién (6-91). Lo
anterior recibe ¢l nombre de cuantizacion de la energia, hecho introducido por
Max Planck desde 1900. La mecdnica ondulatoria de Schroedinger contiene,
entonces, como uno de sus elementos intrinsecos, a la cuantizacion. Cabe hacer
notar, sin embargo, que sélo cuando restringimos el movimiento de la particu-
la, ésta adquirié una energia cuantizada, pues en la seccién anterior la energia
de la particula libre podia tomar cualquier valor. Son entonces las condiciones
a la frontera las que introducen la cuantizacion.

Debemos hacer notar el hecho de que ésta es la tercera vez que en este
libro obtenemos la ecuacion (6-91). Al aplicar las reglas de cuantizacién de
Sommerfeld y Wilson, ya la habiamos alcanzado (Ejemplo 3.6). Ademas, en este
capitulo, al introducir la longitud de onda de De Broglie, volvi6 a aparecer
[Ec.(6-5)]. Ladiferencia estriba en que en esta ocasion tenemos, ademas, la funcién
de onda del sistema, la que nos permite calcular los valores esperados para
otras variables dindmicas de la particula.

De (6-91) es claro que solo estan permitidas energias positivas, las primeras
de las cuales hemos diagramado en la figura 6.19.

Dado que unicamente las energias de la expresiéon (6-91) son accesibles, el
valor de E en la funcion de onda (6-88) debe sustituirse con (6-91). El resul-
tado es

n=123,...

n
W(x) = Asen — x (6-92)
a azx=20

Sélo resta encontrar el valor de la constante A para que la funciéon de onda
esté completa. Para ello, debemos recordar que el cuadrado de ¥ debe integrar
a la unidad en todo el espacio, segun la condicién de normalizacién (6-57).
Entonces, tomando en cuenta (6-86), que indica que ¥ es cero fuera de la caja,

o a nn 2
f Y2 (x)dx = f <A senﬁx> dx =1
0 0 a
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E F S
h%[8 ma®
E n=3§
60 3
50'5 n=17
40 3
3 n==6
30
E n=25
20
3 n=4
10 "=
= n=2
0 n=1

Figura 6.19 Energias permitidas para la particula en la caja de potencial, dadas en
unidades de h*/ma®. El espaciamiento entre estados va en aumento conforme n crece.

de donde
1
é nr
f sen? — x dx
a

0

A2 =

Aprovechando la relacién trigonométrica sen’ b = (1 — cos 2b)/2, la integral
resuita inmediata, obteniéndose el resultado

2 1/2
-
a

El resultado final para la funcién de onda de la particula en la caja de potencial es
entonces

0 para x>a,x <0

Y, (x) =[ z)uz Senn_nx para 0 < x < (6-93)
a con n=1],2,

a
a 3,...
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Esta es la solucion a la ecuacion (6-84), que es continua y cuyo cuadrado
integra a la unidad. No hay otras soluciones para nuestro modelo aparte de las
arriba presentadas.

Ejemplo 6.20 Grafique las funciones de onda correspondientes a los dos primeros
valores de n, asi como sus cuadrados. Tome como longitud de la caja 6 A=6x10"1"m.

Solucion Para x <0y x > 6, W,(x) = 0. Dando valores a x entre 0 y 6 A, obtenemos
las tabulaciones siguientes:

n=1 n=2
x ¥, (x) P(x) X ¥,(x) Wi(x)
0.0 0.0000 0.0000 0.0 0.0000 0.0000
0.5 0.1494 0.0223 0.5 0.2886 0.0833
1.0 0.2886 0.0833 1.0 0.5000 0.2500
1.5 0.4082 0.1666 1.5 0.5773 0.3333
2.0 0.5000 0.2500 20 0.5000 0.2500
2.5 0.5576 0.3110 25 0.2886 0.0833
30 0.5773 0.3333 3.0 0.0000 0.0000
35 0.5576 03110 35 —0.2886 0.0833
4.0 0.5000 0.2500 4.0 —0.5000 0.2500
4.5 0.4082 0.1666 4.5 —0.5773 0.3333
50 0.2886 0.0833 50 —0.5000 0.2500
5.5 0.1494 0.0223 5.5 —0.2886 0.0833
6.0 0.0000 0.0000 6.0 0.0000 0.0000

Veamos las unidades. El argumento de la senoide es adimensional, pues x y a estan
dados en A. Sin embargo, el factor (2/a)"/? tiene unidades de A ~'/2, y éstas son entonces
las unidades de ¥,(x). Su cuadrado, por tanto, tiene unidades de A~!. La densidad de
probabilidad en este caso de una dimension mide la probabilidad por angstrém para la
posicion de la particula.

Las graficas de W, (x) y WX(x) para n =1 y n = 2 se presentan inmediatamente.

0.4 e
/ P aate Wl \

-02
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PROBII_&EMA 6.23 Grafique la funcién W4(x) y su cuadrado para una caja con longitud
de 6 A.

Ejemplo 6.21 Calcule la probabilidad de que la particula esté en el intervalo (0, a/4)
cuando se encuentre en el primer estado cuantico.

Solucién  Siguiendo lo descrito en la seccién 6.4.1, dicha probabilidad se obtiene a
partir de |¥|*> mediante la integral:

a4
PO, af4) = J W2(x) dx

0

Sustituyendo la funcién de onda (6-93) para n =1,

2nx
sen

2\ (4 n 2 x a |4 1 senn/2
PO,a/4) ={ - sen? —xdx = -| = — -2|-_
a/ Jo a al 2 4nla |, 8 47

y ya que senmn/2 es la unidad, obtenemos

1 1
P(0,a/4) = yR = 0.091

PROBLEMA 6.24
a) Calcule la probabilidad de encontrar la particula en el punto x = a/2 para
n=1
b) Calcule la probabilidad de que la particula esté en el intervalo a/4 < x < 3a/4,
también cuando n = 1.
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PROBLEMA 6.25 Generalice el resultado del ejemplo 6.21 para cualquier valor de n.
1/4 si n es par

Respuesta  P,(0, al4) = 14 (=t

si n es impar
2nn

PROBLEMA 6.26 Busque la probabilidad acumulativa de encontrar la particuia en la
caja de potencial, o sea,

plx) = f W) dx

0,...,.x<0
sen 2nx/a
Respuesta (n = 1): p,(x) =< x[a — % ,.n0<x<a
n
L,.,x>a

PROBLEMA 6.27 Empleando la ecuacién (6-91), calcule la diferencia de energia entre los
niveles n = 2 y n = 3, asi como la longitud de onda de un fotéon capaz de inducir esta
transicion, para:
a) Un electron moviéndose en una caja con longitud de 6 A.
b) Un electron en una caja de 6 cm.
¢) Una canica, con masa de un gramo, dentro de una caja de potencial con 6 cm
de longitud.

Respuesta

a) AE =837 x1071°J; 1 =237 x 1077 m = 2370 A

b) AE=837 x107% J; 1 =237 x10° m

c) AE=762x107%%J; 1 =261 x 10** m

Este problema muestra como la cuantizaciéon es determinante en la escala atomica
[inciso a)], pero se vuelve un factor intrascendente a escala macroscépica, como lo
muestra el inciso b) y, particularmente, el ¢), donde la separacion entre dos niveles
cuanticos es, a todas luces, despreciable. Por esto, la mecdnica cldsica no yerra en
considerar que la energia es una variable continua.

En este punto, conviene recapacitar un poco sobre el resultado de los
ejemplos 6.20 y 6.21.

Conviene no olvidar, para empezar, que el cuadrado de la funcion de onda
grafiado en el ejemplo 6.20 corresponde a la densidad de probabilidad de la
posicién de la particula. Para n = 1, el punto mas densamente probable de
encontrar a la particula corresponde a x = a2, la mitad de la caja. No tiene
sentido preguntarnos en qué punto es mis probable que se encuentre la
particula. La probabilidad puntual es cero. Sin embargo, si es valido pregun-
tarse por el intervalo unitario (de medida 1 .&) en el que es mas probable que
la particula se halle. La pregunta anterior es equivalente a hallar el mayor drea
bajo W2 para un intervalo unidad, y la respuesta es (2.5, 3.5) para n =1 y (1,2)
o (4,5) para n = 2, como puede corroborarse de las figuras del ejemplo 6.20.
Asimismo, para n = 2, dado que W¥(x) muestra un nodo, su cuadrado vale cero
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en la mitad de la caja. ;Qué significado tiene una densidad de probabilidad igual
a cero? No podemos contentarnos con decir que la probabilidad de hallar a la
particula en x = af2 vale cero para n = 2. FEllo también es cierto para n = 1,
pues, insistimos, toda probabilidad en un punto vale cero en el caso de una
variable continua. Si tomamos un intervalo muy pequefio centrado en la mitad
de la caja, x = a/2, la probabilidad nunca es cero, podra ser pequeiia, pero
nunca se anula. Veamoslo en el ejemplo.

Ejemplo 6.22 Calcule la integral

aj2 +e
I(e) = J Y2(x) dx
al2—¢
que representa la probabilidad de que la particula se encuentre en un intervalo de
longitud 2¢ centrado en el nodo de la funciéon de onda (6-93) para n = 2. ¢ es un
parametro estrictamente positivo, aunque pequeiio.
Sustituyendo en I(¢) a ¥, e integrando, tenemos

4rx
sen

2 a/2+¢ 5 271. X a ja/2 +¢
I(g) = | - sen’-—xdx =|— —
a ajl—¢e a a 4TI a2 —¢

Aplicando ahora el teorema fundamental del cilculo,

2¢e 2¢ 2¢ 1
Ie) = — +|sen2n{l — — ) —sen2xn(1l + — } [—
a a a/l4rn

Aprovecharemos la relacion trigonométrica para el seno de una suma y una diferencia,
de donde puede demostrarse que

sen(A — B) —sen(4 + B) = —2cos Asen B

Asi, I(¢) se reduce a

2¢ 1 <21:)
gy = — — —sen2n|— (6-94)

a Fid a

Podemos ver que esta funcién decrece conforme ¢ disminuye, pero nunca se hace cero.
Para ello, mostramos la tabulacién de
2¢
o =—
a
que representa la fraccion de longitud de la caja que el intervalo representa, contra
I(e) = o — (1/27) sen 2na,

o I(¢)
1 1.0
0.1 0.0064
0.01 6.58 x 107°
1 x1073 6.58 x 10°°
1 x 1074 6.58 x 10712

Vemos que conforme la longitud del intervalo baja en un orcen de magnitud, la

probabilidad /() disminuye unas mil veces, pero no vale cero si ¢ se conserva positivo.
No importa lo pequefio que se considere el intervalo centrado en el nodo, la

probabilidad de que la particula se halle alli nunca es exactamente cero.
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De la tabulacion del ejemplo anterior es claro que al irse reduciendo la
longitud del intervalo centrado en el nodo, 2¢, la probabilidad I(g) también
decrece, pero mucho mas rapidamente. Lo que sucede es que aunque ambas
cantidades tienden a cero, el cociente de I(¢g) sobre 2¢ tiende a cero, dado que el
numerador decae con mayor rapidez, como se muestra en la siguiente tabula-
cion (se ha considerado, para tabular, que a = 1.0):

2¢ I(e)/2¢
1 1.0
0.1 0.064
0.01 0.000658
0.001 0.00000658
0.0001 0.0000000658

El limite, cuando 2¢ — 0, del cociente I(¢) sobre 2¢, es precisamente la
densidad de probabilidad de encontrar a la particula en la mitad de la caja,
x = a/2, donde W? presenta su nodo. Este es el significado de un cero para la
densidad de probabilidad: el cociente de la probabilidad de que la particula se
halle en un intervalo dado, dividida entre la longitud del intervalo, tiende a
cero. En nuestro caso,

¥3(a[2) = lim@ =0

£—0 2¢

Ejemplo 6.23 Grafique la probabilidad acumulativa p,(x) para la funcion de onda con
n = 2 y observe cual es su comportamiento en el nodo. (Tome p,(x) de su resolucion del
Problema 6.26.)

Solucion La soluciéon del problema 6.26 para n = 2 es

0,...,.x<0
pa(x) =< xfa — (1/4n) sen (4nx/a),..,0 < x < a
l,...x>a

Tabulando esta funcion dando valores a x/a, obtenemos:

x/_a Pa(x)
0. 0.000
0.1 0.024
0.2 0.153
0.3 0.347
04 0475
0.45 0.497
0.5 0.500
0.55 0.503
0.6 0.524
0.7 0.653
0.8 0.847
0.9 0.976

1.0 1.000
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de donde resulta la grafica:

p2(x)t
1

/
0.8
/

0.6 /

0.2 /

/

/

0.0 02 0.4 0.6 038 1 xla

H———Longitud de la caja—,'

El analisis de la curva de probabilidad acumulativa obtenida en el ¢jemplo
es el siguiente:

— Como la particula nunca se encuentra fuera de la caja, la probabilidad
desde — oo hasta x = 0 vale cero, o sea, p,(0) = 0.

— Al empezar a entrar en la caja, la probabilidad acumulativa comienza a
crecer, aunque lentamente.

— Conforme el intervalo de — oo a x se va ampliando, es mds probable
encontrar a la particula. La maxima rapidez de cambio se tiene para
x/a = 0.25, la cuarta parte de la caja.

— Si sobrepasamos la cuarta parte de la caja, la probabilidad acumulativa
sigue creciendo, pero con menor rapidez.

— A medida que nos acercamos a la mitad de la caja, la probabilidad
acumulativa crece mas y mads lentamente, queriendo decir ello que
atravesamos una zona con muy baja probabilidad. Al llegar exactamente
a la mitad, la pendiente de p,(x) es cero, ya que la densidad de
probabilidad, |¥|?, es precisamente

dp

[¥[*(x) = Ix

— El patrén de comportamiento de la curva se repite de la mitad al final
de la caja, donde la probabilidad acumulativa es la unidad, o sea, la
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probabilidad entre —oo y a es uno, alli se halla con toda certeza la
particula.

PROBLEMA 6.28
a) Calcule la probabilidad para la particula en la caja dentro de un intervalo,
de longitud 2, centrado en x = a/4, para varios valores decrecientes de ¢. (Tome
a=1)
b) Para los mismos valores de ¢ del inciso a), determine el cociente de probabili-
dad sobre longitud del intervalo, para mostrar que en el limite ¢ — 0 el cociente

tiende a W(a/4) = ﬁ

Ahora analizaremos otra pregunta que se antoja: para el primer estado
excitado, jcomo es que la particula, entonces, pasa del lado izquierdo al
derecho de la caja si la densidad de probabilidad en el centro se anula?

En efecto, si hiciéramos una multitud de determinaciones de la posicion de
la particula, obtendriamos unos resultados distribuidos de acuerdo al valor
de |W¥|? (véase Ejemplo 6.20), o sea, como los mostrados en la figura 6.20.

Ahora tendremos que aplicar lo examinado en la seccidén 6.5 para respon-
der a la pregunta planteada. Queramoslo o no, la respuesta depende de la
interpretacidn filoséfica de la mecanica cuantica que se adopte. Por ejemplo,
para los defensores de la escuela de Copenhague'#, la pregunta no tiene
sentido. Las particulas cuanticas no poseen trayectorias definidas, debido a que
son entes duales con naturaleza corpuscular y ondulatoria complementarias.
Preguntar como pasé de un determinado punto a otro es preguntar algo sobre
la trayectoria de la particula, pero ésta no tiene trayectoria, luego la pregunta
es absurda. Cada punto en la figura 6.20 es producto de la observacion de la
particula. Al interactuar sobre ella con el aparato de medida «se fuerza» a que
en ella predomine su naturaleza corpuscular y aparezca como un punto. Estos

Grupos de 40
determinaciones

-—

—
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Figura 6.20 Determinacién de la posicion de la particula en una caja de potencial para
n = 2. La mayor densidad de puntos experimentales se presentaria donde la densidad de
probabilidad, |¥|?, es mayor.

Longitud de la caja |

14 La interpretacion estocastica puede consultarse en el libro de De la Peiia.
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puntos se distribuyen de acuerdo al cuadrado de la funcién de onda y ésta sélo
puede interpretarse con base en la medicion.

Pasemos a utilizar la funcion de onda (6-93) para conocer el promedio y la
desviacion de algunas variables dinamicas.

Ejemplo 6.24 Demuestre que las funciones de onda de la particula en la caja no son
propias del operador p,.

Solucion Para realizar esta demostracion, aplicaremos el operador p, = —ih(d/dx) a (6-93):

A od (AN nn {2\ nn nn
b P(x) = —ih—{— sen—x = —ih{ - —]cos—x
dx \a a a a a

Ya que no se obtuvo la funcién senoide, la funciéon de onda no es propia de p,, lo que
muestra, a diferencia de la particula libre, que la particula en la caja no posee una
cantidad de movimiento perfectamente determinada.

Del ejemplo, la funcion de onda para la particula en la caja, no importa en
qué estado se encuentre (qué valor de n), no es propia de p,. En estos casos, la
mecdnica cudntica sélo permite obtener el valor esperado de la cantidad de
movimiento, aplicando la ecuacion (6-60), pero como W(x) estd normalizada,

(o = f " W) 5 dx (6-95)

-

Aprovechando el resultado del ejemplo 6.24, obtenemos

2 a
{p,> = —ih (_)(n_n)f senn—nicosnﬁdx
a\a/lo a a

Finalmente, resolviendo esta integral, que es inmediata, alcanzamos el resultado

ih < nmx

(P> = ——sen—
a alo

<px» =0 (6-96)

Como vemos, el valor promedio o esperado de p, es cero. Ello no indica que
la cantidad de movimiento de la particula sea siempre cero, sino que ésta tiene
la misma probabilidad de moverse hacia el lado derecho o izquierdo de la caja.

El resultado anterior indica que si se determinara experimentalmente la
cantidad de movimiento de la particula se obtendria un conjunto de resulta-
dos dispersos, pero con promedio nulo.

La mayor o menor desviacién de p, respecto a su valor promedio, cero,
puede estimarse calculando la dispersion del operador p, o su desviacion
estandar Ap,, la que estaria dada, de acuerdo con (6-64), por

Apx =V <pJ2c> - <px>2 (6'97)

De (6-96), {p,> =0, por lo que solamenic resta calcular {p2) para obte-
ner Ap,. Ello se deja como problema para el lector.

a
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PROBLEMA 6.29 Demuestre que el valor esperado para el cuadrado de la cantidad de
movimiento resulta ser

nznzhz n2h2

a? 4a®

pd = (6-98)

Sustituyendo (6-98) y (6-96) en (6-97), la desviacion estandar o incertidumbre de p,
resulta ser

nh

=% (6-99)

Ap,

PROBLEMA 6.30 Si la particula en la caja se encuentra en su estado basal, estime, a
partir de (6-99), la incertidumbre en la velocidad para la particula si ésta es un electron.
(Tome a =1 A)

Respuesta  Av, = Ap,/m = 3.64 x 10° m/s. Una desviacioén estandar nada despreciable.

De la ecuacion (6-99) y del problema 6.30, la desviacion estandar de p, para
particulas de pequefia masa que se muevan en cajas muy pequeiias implica una
enorme incertidumbre en su velocidad. Aqui vemos manifestarse patentemente
el comportamiento de las particulas cuanticas. Vemos, ademas, que la disper-
sidon crece al aumentar n.

Nos abocaremos, ahora, a mostrar que la relacion de incertidumbre (6-67)
se satisface. Habiendo calculado Ap,, resta calcular Ax y efectuar el producto.

Por definicion, la desviacion estandar de la posicion es

Ax = J{(x*) — (xD? (6-100)

Procedemos a calcular los valores esperados incluidos en la ecuacion (6-100).
Para la posicion,

(x> = f W*(x) £W(x) dx

y como % es un operador multiplicativo, es decir, £ = x, al sustituir la funcién
de onda (6-93) obtenemos

2 ( n a

(x> = —J xsen? X gy = 2

a a 2

0

(6-101)

PROBLEMA 6.31 Demuestre la igualdad en (6-101) evaluando la integral por partes.

No es de sorprender el hecho de que el valor esperado de la posicion esté
precisamente a la mitad de la caja, pues la funcion de onda al cuadrado es
simétrica independientemente del valor de n, y la particula no tiene por qué
presentar preferencia por encontrarse ya sea a la derecha o a la izquierda de la
mitad del intervalo.
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Por otro lado, el valor esperado del cuadrado de la posicion de la particula
sera

nnx

(x¥ = J‘P(x)xz‘l’(x) dx = gjx sen? —— dx
a

a

La evaluacién de la integral (integracion por partes dos veces consecutivas)

da como resultado
) (2nn)? B ]
{x*) = <2 n) |: 3 2 (6-102)

Sustituyendo las relaciones (6-101) y (6-102) en (6-100) obtenemos, después de
simplificaciones algebraicas,

a [(nm)?
— -2 6-103
2nrw 3 ( )

Ax =

Para corroborar la relacion de incertidumbre de Heisenberg, efectuaremos
el producto de Ap, de (6-99) por Ax de (6-103),

(mz
Ap,-Ax =

(6-104)

De aqui es claro que el producto de incertidumbres crece conforme n crece y
tiende a infinito, asi que el menor valor se da con n = 1. Pero como 7 > 3,
n?/3 > 3, todo el radical en (6-104) es mayor que la unidad, y, por tanto,

h
Ap.-Ax > — (6-105)
4n

con lo que hemos verificado la relacion de incertidumbre para la particula en
la caja de potencial unidimensional.

Lo fundamental en esta seccién y la precedente es:

a) Haber resuelto, en un par de casos sencillos, la ecuacién de Schroedinger,
entendiéndose que de dicha resolucién se obtiene no sélo un conjunto de
funciones de onda para el sistema, sino también el valor de la energia total
correspondiente a cada una de ellas. Es decir, una vez que el sistema se
encuentra caracterizado por una de las muiiltiples funciones de onda solucién
de la ecuacién de Schroedinger, su energia total estd perfectamente determi-
nada, y es precisamente el eigenvalor del hamiltoniano del sistema calculado
para la funcién de onda en cuestion. Si no se interactiia sobre el sisterna, éste
permanecera en su estado inicial, independientemente del tiempo que transcu-
rra. En cuanto se introduzca una perturbacion (luz u otra forma de energia),
el sistema podrd evolucionar a otro de los estados que le son propios,
aumentando con ello su energia total.
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b) Comprobar que en cuanto se restringe de alguna manera a un sistema, como
una particula libre, aparecen condiciones a la frontera que introducen la
cuantizacion de la energia.

¢) Constatar que los valores discretos de energia posibles para una particula en
una caja de potencial [Ec. (6-81)] son inversamente proporcionales a la masa
de la particula y a la longitud de la caja, de tal manera que si la particula se
hace mds pesada y la caja mas grande, la separacion entre los niveles de
energia se ira reduciendo, hasta alcanzar el limite cldsico de continuidad en el
mundo macroscopico.

d) Corroborar que la funcién de onda de la particula en la caja tiene una forma
simple. En cuanto n crece, el ntimero de nodos de la funcién también crece.
De ello podemos inferir que cuanto mayor sea la energia cinética de una
particula, mayor serd el nimero de nodos de la funciéon de onda correspon-
diente.

e) Que exceptuando a la energia total, otras variables dindmicas del sistema no
se encuentran perfectamente determinadas; es decir, sus desviaciones estdn-
dar o incertidumbres no valen cero necesariamente, contra lo que apreciamos
en el mundo macroscopico. La relacién de Heisenberg tiene perfecta validez
en este sentido.

Para finalizar esta seccion, ejemplificaremos el uso de este modelo simple de
«particula en la caja» para predecir el espectro electronico de moléculas
organicas con dobles enlaces conjugados. Aqui se supone que cada uno de los
electrones de los dobies enlaces se comporta, en la molécula, como si se
encontrara dentro de una caja unidimensional. Ello implica olvidar que los
electrones se repelen entre si, ya que todos experimentan un potencial nulo
dentro de la caja, pero aun asi los resultados no son del todo equivocados,
como veremos en los siguientes ejemplos y problemas. Vale la pena notar, de
una vez, que en la mecanica cuantica de Schroedinger no hace su aparicion el
espin del electrén. Ello sélo es factible cuando se emplea un hamiltoniano
relativista y la ecuacion resultante se adecia para que sea congruente con los
principios de la teoria de la relatividad. Esto fue desarrollado, por vez primera,
por Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) en 1928.

Ejemplo 6.25 Suponga que los cuatro electrones tipo n de los dobles enlaces del
1,3-butadieno CH,=—CH—CH=CH, se mueven en la molécula como en una caja de
potencial de longitud de 4.2 A (longitud calculada suponiendo que la molécula fuese
recta). Encuentre la longitud de onda de la radiacion emitida cuando un electron
descienda del nivel n = 3 al n = 2. Experimentalmente se conoce que A = 2170 A.
Explique la diferencia obtenida entre el resultado calculado y el experimental.

Solucion Los cuatro electrones se acomodaran en los estados cuanticos de menor
energia: dos de ellos en aquel con n = 1 y espines opuestos, y los otros dos en el estado
con n = 2 y también con espines apareados. El primer estado excitado se tendra cuando
un electron del nivel n = 2 se promueva al n = 3. La molécula volverd a su estado
inicial liberando energia en forma de un foton.
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Foton
n=4 —_—_— _—
n=3 w ! /i;
n=2 4 — —
n=l —H— —H— +
ESTADO BASAL ESTADO EXCITADO ESTADO BASAL

La frecuencia del fotén emitido cuando el electron desciende puede obtenerse del
balance energético:

Energia del foton = Energia perdida por la molécula; hv = E; — E, (6-106)
Sustituyendo E; y E, de (6-91) y usando v = ¢/4, tenemos que

5h? ke

Sma’ %

de donde, despejando ia longitud de onda,

;= Sma’e (6-107)
5k

y sustituyendo los valores numéricos de los datos,
1= 8(9.1095 x 1073 kg)(4.2 x 1071 m)%(2.9979 x 108 m/s)
5(6.626 x 1073*J.5)
A=1163 x 1077 m = 1163 A

L, L. 2170 — 1163
El error de la prediccion teodrica es de BEETT x 100 = 46.4 %, el cual resulta

sumamente logico, pues los electrones en una molécula de ninguna manera se mueven
en una region con potencial nulo si no son atraidos por los nucleos y, por tanto, V< 0
y no es constante. Por otra parte, el modelo de la caja supone unas paredes infinitas
que no permiten salir al electron del intervalo (0, a), lo cual tampoco resulta rigurosa-
mente cierto en una molécula. Finalmente, el butadieno no es una molécula lineal si no
presenta una estructura plana que se diagrama a continuacion:

H H
H_ /\czc -
= “H
H H

Con este ejemplo sdlo se ha pretendido sefialar una aplicacion de la ecuacion de
Schroedinger, en este caso a la espectroscopia electronica. Por supuesto, resolviendo el
problema con el hamiltoniano correspondiente a la molécula del butadieno se han
obtenido resultados con un error al 19 respecto al experimental.

Ejemplo 6.26 El color de un cuerpo se percibe como resultado de la absorcion de luz
de la parte visible del espectro electromagnético por el objeto, lo cual produce la
transicion de un electron de un determinado nivel energético a otro superior. La
absorcion se da para un estrecho intervalo de longitudes de onda de luz visible, no
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siendo absorbida la radiacion visible complementaria o restante, la cual, al ser detectada
por la vista, produce en el cerebro el efecto de coloracidon de la sustancia. Es decir, el
color que percibimos corresponde a la luz visible que no fue absorbida por el objeto. Si
suponemos que la luz visible estd compuesta por los tres colores fundamentales: rojo,
azul y amarillo,

una sustancia se vera roja cuando absorba los otros dos colores (azul + amarillo = verde),
se vera amarilla si absorbe el rojo y el azul (violeta), se verd naranja (rojo + amarillo)
cuando absorba el azul, etc. En la siguiente tabla se presenta el color visible de una
sustancia de acuerdo a la longitud de onda de la radiacion absorbida:

A (A) COLOR DE LA SUSTANCIA
4000-4350 Verde-amarillento
4350-4800 Amarillo
4800-4900 Naranja
4900-5000 Rojo
5000-5600 Purpura
5600-5800 Violeta
5800-5950 Azul
5950-6050 Verde-azul
6050-7500 Azul-verde

Como veremos, la aproximacion de la caja de potencial en una dimension nos
permite calcular y estimar cual sera el color de una sustancia que presenta dobles enlaces
carbono-carbono conjugados.

Pongamos como ejemplos a la vitamina A y al retinal, productos indispensables en
la quimica de la vision, que tienen las formulas siguientes:

CH, ,CHH CH, H CH,
[} 1 | 1
C\?/C\ C/C\CI/C\(I:/
|
H H H H

CH,OH

Vitamina A

CH, Trans-retinal
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La distancia promedio C—C es de 1.39 A, y tenemos cinco dobles ligaduras
conjugadas, lo que da un total de 10 electrones n. Esta estructura es la que va a
producir color.

Podriamos aproximar o estimar que estos 10 electrones se mueven en una caja de
potencial de longitud a = 1.39 A x 9 (numero de enlaces). Aceptando que cada nivel de
la caja puede ser ocupado con dos electrones como maximo, tendriamos el siguiente
diagrama de ocupacion:

n=6
n=3 1+
n=4 b 4
n=3 14
n 13
—
1254

Ahora bien, al absorber radiacion electromagnética visible, uno de los electrones del
nivel n = 5 pasara al nivel superior con n = 6, de forma que el fotén absorbido debera
poseer una energia igual a la existente entre los mencionados niveles. Es decir,
aprovechando la férmula (6-91) y mediante un procedimiento enteramente similar al del
ejemplo anterior, tendriamos

36h?  25h? 11h% _he

AE=E, — E; = -
o 7 8ma®  8ma®  8ma* A
de donde
. 8ma’c _ 8(9.1095 x 1073 kg)(12.5 x 1071°m)3(2.9979 x 10® m/s) 4684 x 10- " m
11h 11(6.626 x 10-3*J-5)
A = 4684 A

De acuerdo con la tabla previa, el color de la vitamina A y del retinal sera amarillo. En
realidad, el color de estas sustancias es amarillo-naranja, con lo cual es claro que esta
aproximacion resulta ser, para este caso, mas exacta que en el del butadieno.

PROBLEMA 6.32 ;Cual es el color del 1,3-butadieno?

PROBLEMA 6.33 Usando la aproximacion de la caja de potencial, ;cual seria el color
predicho para el siguiente compuesto?

cH,7H~cy =l ~cy7CH~cy=CH~ ey CH~cp~CH:

Respuesta A = 5934 A; por tanto, seria de color azul.
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6.6.3 Particula en una caja de potencial tridimensional

Abordamos ahora un primer ejemplo tridimensional. En estos casos habremos
de aplicar lo desarrollado en la seccion 6.3.3. El operador hamiltoniano para
una particula con tres grados de libertad traslacionales es

h2
A=——V?+V(xy,2) (6-108)
2m

de donde la ecuacion de Schroedinger independiente del tiempo
AY = EY (6-109)

es una ecuacion diferencial parcial, debido a la presencia del operador laplacia-
no, V2, de (6-43). Ello introduce una complicacion adicional en la resolucion de
(6-109), 1a que se agrava, dependiendo de la naturaleza de la energia potencial
V(x, y,z) a la que se encuentre sujeta la particula. Aun para el caso «simple»
que trataremos aqui, la resoluciéon requiere del uso de la técnica llamada «de
separacion de variables». No obstante que ésta no resulta ser muy compleja,
preferimos evitarla para centrar la atencién en otros aspectos.

El objeto modelo consiste de una particula que se mueve libremente en un
paralelepipedo de energia potencial cero, fuera del cual el potencial es total-
mente repulsivo, con lo que se asegura que la particula no puede salir de este
espacio.

Por construccion del objeto modelo, sabemos de antemano que la funcion
de onda sera nula fuera del paralelepipedo, es decir,

W(x,y.z) =0 para |x|>a [yl=bylzl>c  (6-110)
Sustituyendo V(x, y,z) = 0 dentro del cubo, en el hamiltoniano (6-108), la

ecuacion a resolver resulta ser

2
V¥ = EY (6-111)

8mn?

Puede demostrarse que la funciéon de onda, que ahora dependera de tres
coordenadas (x, y, z), es igual al producto de tres funciones equivalentes a las
del caso unidimensional tratado en la seccién anterior, cada una de las cuales

= / Figura 6.21 Paralelepipzdo o caja de po-
y « tencial.
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depende solo de una de las coordenadas. La solucion sera, pues, un producto
de tres funciones como la (6-93), o sea, que para los puntos dentro del cubo,

2 1/2 N 2 1/2 7 1/2
S O [ (ER

donde

n,=1,23...n=123..yn=123. (6-112)

X

La aparicion de tres nameros cudnticos, n, n, y n, se debe a la existencia de
condiciones a la frontera en los tres grados de libertad para la particula o, mas bien,
a que se restringe su movimiento en cada una de las tres dimensiones.

Este resultado es comin para otros sistemas mecanico-cuanticos. Por
ejemplo, tres nimeros cuanticos aparecen para el movimiento electrénico del
atomo de hidrégeno.

62 62 2
PROBLEMA 6.34 Recordando que V2 = Ep + Fel + px sustituya la funcién de onda
x y z
(6-112) en el lado izquierdo de (6-111), efectue la derivaciéon parcial y verifique que la
expresion para la energia, E, es la de la relacion (6-113).

La expresion para la energia en funcion de los numeros cuanticos es
2 2 2 2
L (6-113)
8m\a®? b* ¢
En el caso particular donde a = b = ¢, llamado cubo de potencial, tenemos

2

E=c—(n+n}+nd) (6-114)

En el cubo de potencial, el menor valor de la energia se obtiene para los
nimeros cuanticos n, = n, = n, = 1, y corresponde a la funciéon de onda ¥,
producto de sustituir esos numeros cuanticos en la funcion (6-112).

A continuacién, tenemos tres estados cudnticos caracterizados por los
nimeros (n,, n,n,) de (1,1,2), (1,2,1) y (2,1,1), todos ellos con la energia
idéntica. Cuando se presentan tres funciones de onda para las que E resulta la
misma, decimos que son degeneradas. Asi, las funciones W ,,, ¥, ¥ Y211
forman un conjunto triplemente degenerado. Procediendo similarmente para
los siguientes posibles valores de la energia encontramos el resultado de la
figura 6.22.

No existe para el paralelepipedo (a # b # ¢) la misma degeneracion que en
el cubo de potencial. Esta es una regla general en mecanica cudntica. Mientras
mas simétricos son los sistemas, mayor degeneracion presentan.
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Figura 6.22 Espectro ener-
gético para los primeros
estados de una particula en

1 2,2,2)
h?{8ma? ] 11,3 1,3, 1) G, 1,1)
10 —
| (1,2,2) 2,1,2) 2,2, 1)
1 wuy (1,2, 1) @11
5 -—
| 1,0
0 -

un cubo de potencial.

PROBLEMA 6.35 Analice la funcién de onda P, y encuentre para qué puntos dentro

del cubo se cancela.

Respuesta A diferencia del caso unidimensional, donde los nodos de la funcién de
onda ocurren en puntos aislados del eje x, en tres dimensiones la funcién de onda ¥,,,
se cancela en todos los puntos del plano que satisface la ecuacién x = a/2 (el que corta
la caja a la mitad). Se conoce como superficie nodal al tipo de planos donde la funcién

de onda tridimensional se anula.

Ejemplo 6.27 Analice qué sucede con los niveles de energia para un cubo de potencial
cuando éste se deforma mediante una fuerza que actua en la direccion z, de tal forma

que el volumen no se altere.

¢ vol = cte
. —p

a=b+c

Realice los célculos de E para un cubo de 10 A de lado y paralelepipedos con a = b
y alturas ¢ de 9 y 8 A, para construir un diagrama de correlacién.

Solucion  Por simplicidad analizaremos sélo los estados con los valores para n,, n, y n,

de (1,1,1), (1,1,2), (1,2,1) y (2, 1,1).
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Para el cubo, empleando (6-114), obtenemos:

Estado Energia total
(a,1,1) 1.807 x 10719
(1,1,2)

(L2, 1) 3.614 x 107 1°]
2,1, 1)

Para el paralelepipedo con ¢ =9 A, a y b toman el valor de 10.5409 A para conservar
el volumen de 1000 A3, y la energia calculada de (6-113) es

Estado Energia total
1,1, 1.828 x 1071%]
(1,1,2) 4060 x 1071]
(1325 1) -19
21 1)} 3455 x 107'°]J

Observamos que, como resultado de la distorsion, la energia del estado (1,1,1) se ha
incrementado, y la triple degeneracién del segundo nivel se pierde, dando lugar a dos
niveles degenerados con menor energia que el estado original y otro con mayor ener-
gia que el mismo. Realizando el cilculo para una segunda distorsion, con ¢ = & A y
a=b=111803 A, podemos elaborar el siguiente diagrama de correlacion:

E@) 1 11
021
04 -
211 112 ===
723 S LT 21121
21 - = 21zt
0.3
0.2 W 11
0.1
0 »
0A 1A 2 A Distorsion

En el ejemplo anterior ha aparecido otro fenomeno comun en mecdnica
cuantica: la ruptura de la degeneracién de los estados, conocido con el nombre
de desdoblamiento. Cuando por la accion de cualquier efecto externo un estado
degenerado se separa en dos o mas niveles energéticos definidos, hablamos de
un desdoblamiento energético. En el ejemplo anterior, la distorsion del cubo
fue la que provocéd el desdoblamiento. En forma enteramente similar, la
presencia de un campo magnético produce el desdoblamiento de los niveles
atomicos, lo que da lugar al efecto Zeeman en espectroscopia. Variadas
técnicas experimentales hacen, también, uso de este tipo de desdoblamientos,
como la resonancia magnética nuclear (R.M.N.) o la resonancia del espin
electronico (R.E.E.). Asi es como estos sistemas simples, el paralelepipedo de
potencial, por ejemplo, presentan ya efectos similares a los del mundo atémico
y molecular, que son los que nos interesan en quimica.
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6.64 Un modelo simple para los electrones en los metales

Los metales tienen dos propiedades sobresalientes: muy altas conductividades
eléctrica y térmica. Casi inmediatamente después del descubrimiento del
electrén, Lorentz propuso que dichas propiedades se explicarian si los meta-
les tuvieran cierto numero de electrones libres. Esta hipotesis se verificé muy
poco tiempo después. Los electrones «libres» de los metales, que provienen de
los atomos que conforman el metal, pueden moverse de un punto a otro de la
malla cristalina y reaccionan ante un campo eléctrico moviéndose en contra del
mismo, generando una corriente eléctrica.

El modelo mas simple de un metal consiste en suponer que éste es un cubo
de potencial, de lado g, donde se encuentran N electrones ocupando los
estados cudnticos disponibles. Cabe aclarar que N es un nimero muy grande, y
que no resulta simple calcular hasta qué estado de emergia del cubo de
potencial se encuentra ocupado con electrones.

PROBLEMA 6.36 En el sodio metalico hay tantos electrones libres como atomos.
Calcule el numero de electrones libres en un cubo de 1 cm?® de sodio. La densidad del
sodio es 0.97 gfem® y su masa atomica, 23 uma (1 uma = 1.6605 x 107 2*g).

Respuesta N = 2.54 x 10?2 electrones libres.
Ejemplo 6.28 Si los primeros 60 estados de un cubo de potencial se ocuparan con
electrones (dos en cada uno), indique la energia del ultimo estado ocupado.

Solucion Los primeros 60 estados del cubo se encontrarian ocupados. En la figura 6.23
se muestran solo los 11 primeros, asi que habremos de calcular los siguientes. Para ello,
presentamos la siguiente tabulaciéon que contiene las posibles sumas

n§+nf+nf=m—2

de enteros al cuadrado y las posibles combinaciones de numeros que generan un valor
dado de E (degeneracion). (Véase Tabla 6.1))
De la tabulacion, el electrén nimero 120 ocuparia el nivel 60, con energia

2

E, =30
I 8ma*

La moraleja del ejemplo anterior es que si no resulta simple ocupar con 120
electrones los primeros estados del cubo de potencial, el problema de 1022
electrones libres, numero aproximado que contiene 1 c¢cm® de un metal, es
practicamente irresoluble. Sin embargo, existe una muy buena aproximacion
para hallar el ditimo estado ocupado por N celectrones, cuando N es un
numero muy grande. La clave puede entenderse mediante la figura 6.23. Cada
estado cudntico esta definido por una terna ordenada de nameros enteros

(n, ny, 1). ,
En la figura hemos representado los 11 estados con la menor energia me-
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Collfdglggsm E/hY8ma> DEGENERACION | VUL ACLIMULADO
(11 3 1 1
1.1,2} 6 3 4
(1,22} 9 3 7
1,1,3} 11 3 10
12,2,2) 12 1 1
.23} 14 6 17
12,2,3) 17 3 20
(1.1.4) 18 3 23
11,3,3) 19 3 26
11,2,4) 21 6 32
12.3.3) 22 3 35
(2,2, 4) 24 3 38
(13,4 26 6 44
1.1,5) 27 3 47
13.3,3) 27 1 48
12,3.4) 29 6 54
11.2.5) 30 6 60

Tabla 6.1 Primeros 60 estados en el cubo de potencial

diante puntos en el espacio de los nimeros cuanticos. Lo interesante es que la

distancia al origen
k =./n2+ n}+n? (6-115)

esta relacionada directamente con la energia del estado, pues mediante (6-114)
es claro que

hz
E =
8ma?

k? (6-116)

Asi, se van ocupando con electrones aquellos estados con los menores valores
de k, es decir, los puntos mas cercanos al origen.

Cuando N sea del orden de 1022, serd enormemente grande el numero de
cubitos unitarios (estados que haya que llenar con electrones), pero formardn
una figura muy cercana a un octante de esfera, con un cierto radio k (véase
Fig. 6.24).

Ahora bien, como cada estado define un cubo de volumen unitario, el
numero de estados dentro del octante de esfera de la figura sera precisamente
igual a su volumen. Por tanto, hasta la energia especificada por k habra el
siguiente numero de electrones:

N = 2[(1/8)4/3rk*] (6-117)

donde el factor de 2 aparece por tenerse dos electrones en cada estado.
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Figura 6.23 Se tiene un estado cuantico en el cubo de potencial para cada eleccion de

los nameros (n,, n,, n,). Asi, cada estado queda representado por un punto en un diagrama

cartesiano como el de la figura. La distancia de cada punto al origen, k = \/nZ+n}+nZ,
2

esta directamente relacionada con la energia de cada estado, pues E = k? S Ademas,
ma

cada estado define un cubo de volumen unitario, cuyo vértice mas alejado del origen tiene
coordenadas (n,, n,, n,).

"y
Figura 6.24 Para N suficientemente
grande, los estados ocupados con elec-
trones quedan casi perfectamente englo-

bados dentro de una esfera de radio k.

1
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Despejando k de (6-116),

2 ,
k= f(sz)l/Z

y sustituyéndola en (6-117), el nimero de electrones N(E) hasta la energia E es

8na’

NE) =315

(2mE)*? (6-118)

Como «* es el volumen, V, del pedazo metélico

8V

MEB) =51

(2mE)312 (6-119)

PROBLEMA 6.37 Despeje E de la ecuacién (6-118) y encuentre su valor cuando N = 120
electrones. Compare su resultado con el del ejemplo 6.28.

2
Respuesta E = 24

Pl Este valor resulta menor al del ejemplo 6.28, pues 120 electro-
ma

nes no es aun un numero suficientemente grande para hacer valida la aproximacién de
la figura 6.24, donde el nimero de estados (cubos de volumen unitario) se reemplazé
por ¢l volumen del octante de esfera de radio k. Conforme N crece, la ecuacion (6-118)
tiende a dar los resultados mas cercanos a los correctos.

Ejemplo 6.29 Obtenga el valor de E hasta el que se ocupan los estados de un cubo de
potencial por 2.54 x 10?? electrones libres que existen en 1 cm® de sodio.

Solucion Cuando N(E) en (6-119) es el niimero total de electrones libres por centimetro
cubico, Ny, el valor de E se conoce como energia de Fermi, E,, en honor del fisico
italiano Enrico Fermi (1901-1954). Despejando de (6-119):

INT\H? h?
E, ={—) — (6-120)

i 8m

sustituyendo valores:

E [3(2.54 x 10%2 electrones/m3]2/3 (6.626 x 10734 -5)?
a 3.1416 8(9.109 x 103! kg)

E, =505 x 107'°J.= 0.505aJ

como leV = 16021 x 107'°J, E, = 3.15¢eV.

La llamada densidad de estados electrénicos, n(E), se define como

dN

n(E) = E

(6-121)

n(E) dE representa el mimero de estados electrénicos con energia entre E y E + dE.
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n(E) >

Figura 6.25 Densidad de estados para

electrones libres. Se ocuparia con electro-
’ nes toda la zona rayada, hasta la energia
E, E de Fermi, E,.

Derivando (6-119) con respecto a E, obtenemos

4V
nE) = e

(2m)>2E? (6-122)

Vemos que la densidad de estados para electrones libres es proporcional a la
raiz cuadrada de la energia, lo que se esquematiza en la figura 6.25. Conforme
aumenta la energia, existen mas estados cuanticos por unidad de intervalo de
energia, o sea, n(E) crece.

PROBLEMA 6.38 Demuestre que el area bajo la curva de la densidad de estados entre
E =0y E = E, resulta ser el numero total de electrones por unidad de volumen.

En la actualidad pueden medirse directamente las densidades de estados
reales de los metales. De ello se sabe que este simple modelo proporciona
resultados aceptables sdlo para ciertos metales, como los alcalinos y los alcali-
no-térreos. En otros casos, como el de los metales de transicion y las tierras
raras, un modelo mas elaborado permite un contraste razonable con la reali-
dad. Teorias como la desarrollada en esta seccién permiten dar explicacion a
las propiedades electronicas de los metales, y para eso se han elaborado. Que
nos sirva esto, por lo menos, para darnos cuenta de que, a partir de objetos
modelo sumamente simplificados, puede representarse a los sistemas reales. Es
decir, la caja de potencial no es una abstraccion y nada mds.

6.6.5 Particula en un circulo de potencial

Este sistema consiste en una particula que sélo puede desplazarse en un circulo
de radio a. Como el movimiento ocurre en dos dimensiones, ¢l operador
hamiltoniano a emplear es

- h [ 0* 0*

H= —|—+-—=|+ Vi 6-123

- <ax2 P (x,y) ( )

La energia potencial, V{(x,y), seria cero para los puntos del plano a una
distancia a del origen. Desde aqui es obvio que conviene emplear un sistema de
coordenadas acordes con la geometria del problema: el de las coordenadas
polares planas.
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Posibles valores de r y ¢ y 1 X =rcos¢
r>0 y=rsen¢
n>¢>0 Ecuaciones de transformacion
| (*.)
r
|
1
I
X ! ,
X

Figura 6.26 Coordenadas polares. Un punto cualquiera del plano queda perfectamente
determinado con la magnitud r y el angulo ¢ que forma con el eje .

En este sistema de coordenadas, el valor de la energia potencial es ficilmen-
te representable, como se infiere de la figura 6.27.

®0..0<r<a
Vir,¢)=<0 ...r=a

W ...t >a

y 1

14

-

_/ Figura 6.27 Energia potencial para el objeto
modelo. Nétese que s6lo depende de la coor-

denada r y no depende del valor de ¢.

Como la particula solo puede encontrarse en r = g, la funcién de onda
para r + a serd cero. Para obtener el valor de ¥ en r = a habrd que resolver la
ecuacion de Schroedinger usando ¥ = 0, lo cual sélo ocurre en los puntos (x, y)
que cumplen x? + y? = g% Esta ultima condicién habra de ser vertida en el
hamiltoniano (6-123). Ello se logra expresando a x € y como x = acos ¢,
y = asen ¢ y sustituyendo las derivadas cartesianas por las correspondientes
derivadas respecto a ¢, lo cual es realizable empleando la regla de la cadena
para funciones de varias variables. No nos interesa aqui entrar en este detalle,
asi que solamente presentamos el hamiltoniano modificado, que resulta ser

. w2l 1 d?
H= —|—-— 6-124
2m [az do? ( )
La ecuacion de Schroedinger a resolver es, entonces,
h? d*¥

Y v
2ma? d¢?
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la que mediante un rearreglo simple expresaremos como

*¥  2ma’E,

i — v (6-125)
Efectuando en (6-125) la sustitucion
, 2md’E,
M* = % (6-126)
obtenemos
d*v ,
- M ¥ (6-127)

Esta ultima ecuacion es enteramente similar a la (6-73) para la particula libre.
Asi, en este caso tendremos, también, dos tipos de solucion:

Y, = 4eM?

¥, = Be M¢ (6-128)
Aparentemente, en este problema no existen condiciones que considerar a la
frontera. Sin embargo, en todo sistema donde esta involucrado el valor de
un angulo debe considerarse que la funcion de onda solo serd univaluada

(como se requiere de acuerdo con lo discutido en la seccién 6.4.1, si toma el
mismo valor en ¢ y en ¢ + 2r después de dar una vuelta completa), es decir,

Y(¢) = ¥(¢ + 2n) (6-129)

Aplicando esta condicién a la frontera para la primera de las funciones de
(6-128), obtenemos
AeiMb — geiM(g+2m)

AeMb — goiMIe2miM (6-130)

Es claro que la relacion (6-130) serd vélida solo si e?™M — 1. Ahora bien, de
acuerdo a la relacion de Euler para una exponencial compleja,

e2™M — cos 2nM + isen 2nM

Esta dltima relacion solo valdrd la unidad (1 + 0i) cuando su parte coseno
valga 1 y su parte seno se anule, lo cual es cierto para valores enteros de M.
Nuevamente, de acuerdo con la expresién (6-126), la cuantizacion de la energia
ha vuelto a aparecer. Despejando la energia tenemos
M?*h?
E —

-2 con M=04+1,+2 +3,... (6-131)

" 2ma

Es claro que, para valores de M diferentes de cero, existen niveles degenerados,
cada uno para los signos positivos y negativos. En la figura 6.28 hemos
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3
E]
M= +3 M=-3 . _9%
arp—— —_—— 2ma2
M= +2 M= =2 4h?
—_— _— .. E=
2ma?®
M= +1 M= -1 _n
2ma?
M=0 E—0

Figura 6.28 Espectro de energias para la particula en el circulo de potencial.

diagramado los niveles de energia disponibles para la particula en el circulo de
potencial, para M =0, +1, +2 y +3.

Respecto a la funcién de onda, dado que M puede tomar valores positivos
o negativos simétricos, tan buena es ¥, como ¥,.

PROBLEMA 6.39 Demuestre, normalizando la funcién de onda, que para la particula en
el circulo de potencial, los posibles estados estdn descritos por

1
Y(@) = ——e™M? con M =0,+1,+2,... (6-132)
4

Cuando una particula de masa m se mueve a determinada velocidad, su
cantidad de movimiento es p, = mv, y en mecanica cuantica, esta cantidad estd
asociada al operador p, = —ih(d/dx), de acuerdo a la ecuacion (6-32). Ahora
bien, cuando su movimiento es circular, como ¢l caso que nos ocupa en esta
seccidn, la particula posee una cantidad de movimiento angular cuya magnitud
es L = ap, donde a es el radio del circulo y p su cantidad de movimiento lineal.
En mecdnica cudntica, como se tratd en la seccion 6.3.2, a todas las variables
dinamicas de un sistema pueden asociarse operadores. Para el caso del mo-
mento angular, el operador asociado es similar al de la cantidad de movimien-
to lineal, excepto que como ahora el movimiento es angular, se debe reempla-
zar la coordenada x por el dngulo ¢. Es decir, el operador mecanico-cudntico
para el momento angular orbital es

L, = —ih(d|de) (6-133)
Hemos colocado el subindice z en el operador de moméntum angular, ya que

la rotacién de la particula, al tener lugar sobre el plano xy, 7enera un
momento angular dirigido sobre el eje Z, L = L,.
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Ejemplo 6.30 Demuestre que la funcién de onda (6-132) es propia del operador (6-133).

Solucion Lo que deseamos demostrar es que
LY =LY (6-134)

Sustituyendo el operador y la funcién correspondientes,

d {1 . iM
LY = —ih( e'M¢> = —ih——e™M? = MhY
do \ /2n \/ﬂ

Con lo cual queda demostrado que (6-134) se satisface, siempre que
L,=Mh, con M=0,+1,+2, ... (6-135)

De este ejemplo resultan varias cosas ilustrativas. En primer lugar, la funcion del
sistema es propia del operador momento angular, lo cual implica que los valores de éste
estan perfectamente determinados. Y en segundo término, los valores que puede adqui-
rir dicho momento angular estin cuantizados y valen un numero entero de veces la
constante de Planck sobre 27. Ya que M puede tomar valores positivos y negativos,
este signo puede interpretarse como la direccion del movimiento orbital de la particula,
como puede observarse en el diagrama siguiente. Desde luego, cuando M =0, la
particula tiene un momento angular nulo, segun se desprende de {(6-135) y, por eso, el
primer estado no resulta degenerado, mientras que todos los demas si, debido a las dos
posibilidades de rotacion sefialadas.

L

L

Nuevamente, un modelo tan simple puede conducirnos a aplicaciones de
interés en la quimica. Para el benceno, el sistema de electrones 7 puede consi-
derarse «como moviéndose» en un circulo de potencial. Ejemplificaremos a
continuacién el calculo de la energia de absorcion para el benceno.

Ejemplo 6.31 Suponga que los seis electrones n del benceno se mueven en un circulo
de potencial cuyo radio es igual a la longitud del enlace carbono-carbono (1.39 A), lo
cual equivale a suponer que dicho circulo de potencial circunscribe a la molécula.
Calcule la energia necesaria para excitar un electrén en el nivel mas alto ocupado y

compare este valor con el resultado experimental de 49019 cm™t

Solucion Ocupando con una pareja de electrones los primeros tres estados en el circulo
de potencial (véase Fig. 6.28) puede observarse que la energia minima de absorcion
corresponderia a una transicién desde el nivel M = +1 al M = +2. Por tanto, em-
pleando la ecuacién (6-131), obtenemos
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Sustituyendo valores:
3(6.62 x 10734 J-s)?
8(3.1416)%(9.1 x 1073 kg)(1.39 x 10~ 10 m)?

AE =

Después de hacer operaciones y expresar el resultado en cm,
AE = 49842cm™!
El porcentaje de error respecto al resultado experimental es

49 842 — 49019
49019

Como vemos, un modelo tan simple puede tener un caracter predictivo sorprendente, al
menos para este caso.

x 100 = 1.68 %,

4] —
% error = ‘

PROBLEMA 6.40 El antraceno es un compuesto incoloro.

(Qué podria predecir acerca del color del antraceno empleando el modelo del circulo de
potencial con un radio a = 3.12 A? (Concuerda nuevamente este resultado con la
observacion experimental?

Respuesta  El modelo predice ahora un color amarillo, en contra de lo observado.
Ejemplo 6.32 Compare la energia de los seis electrones n del hexatrieno, calculada con

la formula para la caja unidimensional, con la de los del benceno, esta ultima usando la
ecuacion para el circulo de potencial.

Solucién Para el hexatrieno: H,C=CH—CH=CH—CH=CH,, emplearemos la ecua-
cién (6-91) con a =5 (1.39 A), de lo que obtenemos, para los electrones en el estado
caracterizado por n,

E, = (1.248 x 10 '° J)n?

Dos electrones ocupan el estado con n =1, dos aquél con n =2 y los ultimos dos
el n = 3, asi que la energia total es

Ecn, = [2(1%) + 2(23) + 2(39)](1.248 x 107°J) = 3.49 aJ
Para el benceno, de la ecuacion (6-131), con a = 1.39 /i,
Ey =(3.16 x 1071° H)Mm?

Los seis electrones en el benceno estan repartidos como sigue: dos en el estado con
M = 0y cuatro en aquellos con |M| = 1, asi que la energia total es

Ecu, = [200) + 4(1)](3.16 x 107'°J) = 1.26 aJ

Asi, el resultado es que el benceno es mas estable que el hexatrieno.

PROBLEMA 6.41 De la ecuacién (6-131) para la energia de los estados de la particula
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en un circulo de potencial, el cambio que acompafiaria a una transicion del estado M + 1
al estado M seria

(M + 12 — M* 1
AE = = . (6-136)

Esta ecuacion puede expresarse como el producto de dos factores. Uno depende de la
caracteristica de la transicion y el radio del circulo,
(M + 1)2 - MZ

aZ

y otro, de pardmetros fijos, si la particula es un electron,

hZ
C=-- =6.11 x 10°*°Jm?
8n°m

Uno de los autores ha propuesto que dentro del factor D se¢ sustituya a por un radio
optimo, r,p, de la forma

Fop = (20955 x 10~ m)/f (6-137)

donde f puede calcularse por consideraciones geométricas de cada molécula.

Para el antraceno f = 2, calcule la menor energia de transicién para el antraceno
siguiendo este modelo optimizado y comparelo con el valor experimental de 26 400 cm ™!
y el del problema 6.40.

Respuesta AE = 24530cm ™', presentdndose un error del 77 respecto al valor experi-
mental.

6.7 RESUMEN

Fue necesaria una propuesta audaz, como la de Louis de Broglie, para que se
iniciara la «etapa de oro» de la teoria cuantica. La incorporacion, en ecuacio-
nes propias de las ondas, de la longitud de onda de De Broglie conduce a
ecuaciones de onda para las particulas. Schroedinger sistematizd todo un
cuerpo de teoria, la mecdnica cudntica o mecanica ondulatoria, mediante la
cual pueden estimarse los valores precisos o promedio de las variables dindmi-
cas de los sistemas atomicos. La «nueva mecdnica» introduce un concepto de
movimiento esencialmente diferente al clasico, y, aunque predice con magnifica
precision el comportamiento real de las particulas, introduce para ello una
buena dosis de matematica abstracta. Esto ha conducido a la existencia de
diversas interpretaciones acerca del significado real de la mecanica cudntica.
Mediante la resolucion de la ecuacion de Schroedinger para sistemas simples,
pueden hacerse evidentes algunos de los pasajes oscuros del planteamiento
abstracto de la teoria, asi como la aparicion de nimeros cuénticos, la interpre-
tacion probabilistica del cuadrado de la funcion de onda y las relaciones de
incertidumbre.
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PROBLEMAS

10

11

12

13

Una de las técnicas para el estudio de las estructuras cristalinas esta basada en la
difraccién de neutrones. ;Qué energia cinética deben tener los neutrones para que su
longitud de onda asociada sea de 100 pm?

El microscopio electronico es una herramienta que actualmente se utiliza en multi-
ples ramas de la ciencia. Investigue en qué consiste su funcionamiento y sus
posibles usos.

(Cudl es la diferencia entre dispersion y difraccion?
¢Qué sucede en la figura 6.3 si no se cumple la ecuaciéon (6-6)?

Demuestre que cualquier funcién ¢ = f(x + vt) + g(x — vt) es una onda que satis-
face la ecuacion (6-3). /'y g son funciones arbitrarias que admiten ser derivadas.

Demuestre que la onda ®(x, 1) = P(x)T{t) es estacionaria cuando T(t) = e*™" y que,
por tanto, la ecuacion (6-17) es un caso particular.

¢Cual de las siguientes funciones es «bien comportada»? Si alguna de ellas no lo es,
indique la causa.

a) ¥ =x? c) P=e*

b) ¥ =cosx d) ¥Y=4-x°

Demuestre que los operadores p, y £ no conmutan y que el conmutador, definido
por [p,,X] = p,x — %P, es equivalente a multiplicar por —ih.
R d . a2
Demuestre que los operadores A = y— y B = y?>— conmutan.
dy dy?
Si dos operadores conmutan, [4, B] = 0, implica que poseen funciones propias
comunes a ambos. Evalue los siguientes operadores:
a) [%p,]
b) [% 5]
¢) [xV(x)]
La funcién f(x) = e** es propia de todos los operadores siguientes, excepto de uno
de ellos. Indique cual:
a) {d*ldx* + d]dx) d) 3(d*dx?)
b) (dldx) e) (1+ djdx)
¢) 4x(d/dx)

En el origen de coordenadas,
a) (Cudl es la probabilidad de encontrar una particula?
b) (Cudl es la densidad de probabilidad de encontrar la misma particula?

Los operadores hermitianos, definidos por la siguiente ecuacion,
jf*fig dt = fg(/if)* dt (f y g son funciones arbitrarias)

son importantes en la mecdnica cudntica, ya que sus valores propios son reales
(siendo ésta una propiedad necesaria para que correspondan a los valores de
variables dindmicas). Demuestre que los siguientes operadores son hermitianos.

a) V(x) b) b
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La componente en z del momento angular clasico esta definida por L, = xp, — yps.
a) Sustituyendo los operadores mecanico-cuanticos para el momento y la
posicion, obtenga el operador L.
b) Verifique que la funcién f(x,y,z) = z es propia del operador L,.

Normalice las siguientes funciones:
a) ¥(x)=Ax, 0<x <L
b) W(x) = Axe”*7? para todos los posibles valores de x.

De acuerdo con la ecuacion (6-69), se tiene una relacion de incertidumbre entre la
energia y el tiempo al que el sistema tiene ese valor de energia. Considerando lo
anterior, calcule:
a) (Cudnto vale AE para el estado basal de un atomo?
b) (Cuanto vale AE para un estado excitado de un atomo, si el tiempo de
vida de dicho estado es de 107%8s?
¢) (Cuanto vale AE para un estado excitado de un nucleo, si el tiempo de
vida de ese estado es de 107 !%s?

(Cual sera el ancho aproximado de la linea de emisién para el caso de los incisos
b) y c) del problema anterior, si se considera que el fotén emitido en la transicion
atomica pertenece al visible y en la nuclear a los rayos y?

En el espectro de absorcidén del atomo de zinc se presentan dos lineas de longitud
de onda de 2139 y 3076 A, respectivamente, y para cada transicion hay un tiempo
de vida asociado de 5 x 1078 y 1 x 107 %s. ;Cual de las dos lineas serd mds
intensa? (Sugerencia: Consulte Hochstrasser, R. M.)

Investigue cual es la diferencia entre fluorescencia y fosforescencia. Asimismo, sus
manifestaciones en el campo de la biologia.

La interpretacion de Copenhague sobre la mecanica cuantica da lugar a varias
paradojas, siendo una de las mas conocidas la del gato cuantico. Investigue en qué
consiste dicha paradoja. (Sugerencia: Consulte Cumper, C. W. N.; De la Pefia, L.;
Cetto, A. M.; Gautreau, R., y Savin, W)

«La desintegracion radiactiva es un fenomeno que se explica considerando un
ensamble de nucleos y bajo esta idea es posible asignarle leyes que describan su
comportamiento, pero que no son aplicables para un nicleo aislado.» Comente el
pérrafo anterior en términos de las diferentes interpretaciones que se tienen de V2.

Para un electron que se mueve en una caja de potencial unidimensional con
longitud igual a 25 (k con una pared infinita y la otra con una altura equivalente a
un eV, ;cuales seran los valores de la energia para los cuatro estados ligados?
(Sugerencia: Consulte Cumper, C. W. N.; Johnson, C. S

El efecto tinel se presenta Unicamente como resultado del tratamiento mecanico-
cuanticos de ciertos sistemas y es la explicacion a varios fenomenos como son:

a) El decaimiento radiactivo.

b) La oxidacion de los metales.

c) La barrera vibracional en el amoniaco (a partir de la cual se ha definido al
segundo como el tiempo necesario para que se den 2.387 x 10'° de tales
oscilaciones).

Investigue en qué consiste dicho fendmeno y cudl es la naturaleza de su explicacion.
(Sugerencia: Consulte Alonso, M., y Finn, E. 1))
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Para la particula en un cuadrado de potencial:
a) (Cudl serd la ecuacion de la energia para el caso general a + b?
b) (Cémo serd la funcion de onda del sistema?
c¢) Demuestre que ¥, , # ¥, ,, donde 1 y 2 son los valores de los nimeros
cuanticos.
d) Grafique los niveles de energia.

Se tiene una particula en una caja bidimensional. La caja puede ser cuadrada o
rectangular, cuyos valores de la energia en cada caso son, si tienen la misma &rea,

K? h? n,\?
E = 2+ n?] ; Eg= 2nz + (2
32ma? L+, K 32ma? [ 4 <2> ]

Para el rectdngulo, los lados son 2a y af2. Grafique el diagrama de correlacién de
los primeros cinco estados para un cuadrado que sufre una distorsion hasta
convertirse en este rectangulo.

Para cinco electrones en una caja de potencial en dos dimensiones con a = 4 A:
a) Calcule la energia necesaria para la primera transicion.
b) Si se distorsiona el cuadrado hasta un rectangulo de lados a =2 y b =8 ,&,
(cual de las dos cajas sera mas estable?
c) Para el caso de tres electrones, calcule aproximadamente de qué medidas
debe ser el rectangulo para que tenga la misma energia que el cuadrado.

El ciclobutadieno es una molécula extraordinariamente inestable y se ha aislado
unicamente cuando estd unido a otras especies, como pueden ser atomos metalicos
formando compuestos de tipo sandwich.
a) Empleando los resultados del problema anterior, sugiera una explicacién a
este hecho.
b) Verifique si esta molécula es aromadtica.
¢) (Cual sera su color?

({Cual de las siguientes especies sera mas estable?

4) H—C—C—C- C—H b) H H
o ||
H—C-C—C—C—H C—C—C—H
| I
C,H, H—ﬁ ?“H
H—C—C—C
[
H H
CgHg

(Estamos aproximando la geometria del ciclooctatetraeno a la de un cuadrado
unicamente para establecer una comparacion con el CgH,, de geometria rectangu-
lar))

Calcule la diferencia de energia entre los dos primeros niveles para un electrén que

se mueve en un cubo de potencial, €l cual tiene 1 cm de longitud por lado, y
compare su resultado con el obtenido en el ejemplo 6.27.
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30 Uno de los investigadores que desarrollo la teoria del orbital molecular de los
electrones libres (FEMOL), basada en la caja y el circulo de potencial, fue H. Kuhn,
quien sugirié que para modelar una molécula conjugada lineal se considerara
extender la longitud de la cadena en dos enlaces (uno en cada extremo), sugerencia
que posteriormente fue explicada teoricamente por Ruedenberg y Scherr y gracias a
la cual se «ajustan» mejor los valores predichos por la teoria con los experimenta-
les. Empleando esta sugerencia, calcule el color de las siguientes moléculas (el N
contribuye con dos electrones =, el N* y cada C en el sistema conjugado con uno):

a)
_—S . S~
cH, '\ /" cn,
| C—~CH—CH=CH—C{ cl -~
cH,_ / \w H,
l
R R
_—S S—.
cH;  \ /" T,
| /C—CH:CH—CH:C |
CH
2\‘;]’/ \N/CH2
|
R R
b)
H,C, —N CZ(CHA:H%H)" N Y H;
CH—CH CH CH
H,C, ‘*’N C—(CH—CH CH),— N C,H,
CH—CH CH—CH

31 El calculo de la densidad electronica total Q(x) para una molécula modelada a
través de una caja de potencial unidimensional se realiza empleando la ecuacion
siguiente:

Qx) = —e ) N,¥3(x)
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donde N, es el niimero de electrones en el nivel n. De esta manera, por ejemplo
para el hexatrieno con los tres primeros niveles de energia ocupados, se tiene:
2 n 2 2n 2 3n
Qx) = —Ze[—sen"—x + —sen’ —x + —senz—xJ
a a a a a a
a) Grafique Q(x) contra a identificando la densidad de carga sobre cada
atomo de carbono.
b) (Sobre qué enlaces (C,—C,, C,—C,, C;—C,) la densidad de carga es
maxima?
¢) (El modelo representa, en términos de deslocalizacion electrénica, adecua-
damente a la molécula?

32 La conversion del cis al trans hexatrieno, por rotacidn sobre el enlace C,—C,,
estara favorecida si se excita Opticamente un electron del wltimo nivel ocupado al
primero desocupado. Explique este hecho empleando la densidad electronica total
Q(x) del problema anterior.

33 Una mejor aproximacién para representar al ciclooctatetraeno (CsHg) puede ser la
del circulo de potencial. Empledndola, prediga:
a) Basiandose en su diagrama de energia, si la molécula es paramagnética o
diamagnética.
b) Si cumple la regla de Hiickel sobre aromaticidad. De no ser asi, jcual de
los posibles iones sera el mas estable?

34 Las porfirinas son un grupo importante de productos naturales (se encuentran, por
ejemplo, en la clorofila y vitamina B,,) y tienen la estructura siguiente:

4 5

1 8

No obstante, hay 22 atomos participantes en el sistema conjugado, y cuatro de éstos
(3,4, 7, 8) pueden ser facilmente eliminados por hidrogenacién. Empleando como
modelo para este anillo el circulo de potencial y considerando tunicamente 18
electrones , jcudl sera el color de la porfirina? (Sugerencia: Una forma de estimar el
radio se encuentra en Simpson, W. T., J. Chem. Phys., 1949, 17, 1218)

35 Si se representa a un electron de un dtomo metélico «unidimensional» a través de
una caja de potencial unidimensional de longitud a:
a) (Cudl sera la ganancia de energfa si unimos cuatro de estos 4tomos en una
cadena de longitud 4a?
b) El resultado del inciso anterior, jpodria utilizarse como un modelo para
explicar el enlace metalico?

36 La energia de Fermi para el cobre es cercana a 7 eV. Con este Gnico dato, estime la
densidad del cobre.

37 (Qué relacién existe entre la energia de Fermi y la funcion trabajo?
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