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8.0 INTRODUCCION

Ni Bohr ni Sommerfeld tuvieron éxito en obtener una teoria cuantica valida
para atomos polielectronicos. Cuando, en 1926, Schroedinger presenta su
mecanica ondulatoria, sélo se habian acumulado multitud de hechos experi-
mentales sobre los sistemas atomicos. En ellos se reflejaba constantemente un
marcado caricter periédico, pero ninguna teoria a primeros principios habia
logrado explicar la naturaleza de la periodicidad. Dentro de este contexto
aparece la mecdnica cuantica, abstracta como lo es, a dar explicacion funda-
mental del comportamiento periddico de los dtomos, 57 afios después de su
descubrimiento, por Mendeleief (Sec. 1.2.3). Este hecho, mas que ningin otro,
dio validez total a la mecanica cuantica de Schroedinger.

En este capitulo revisaremos breve y simplificadamente la estructura elec-
trénica de atomos con mas de un electrén.

Vale la pena aclarar que la ecuacién de Schroedinger no basta para
desentrafiar la naturaleza electronica de los atomos. Es necesario suplementarla
con un principio universal, descubierto empiricamente por W. Pauli en 1925
(véase Sec. 5.1.3) y generalizado tedricamente por el mismo Pauli en 1940: el
principio de antisimetria.

El principio de Pauli debe agregarse a la teoria de Schroedinger en vista de
que en ésta no aparece el espin electronico. En la seccién 8.1 entramos a este
capitulo con la presentacion del principio de antisimetria y sus efectos sobre las
funciones del espin. A continuacion, en las secciones 8.2 y 8.3 se examina la
resolucion de la ecuacion de Schroedinger en dtomos. La primera de ellas se
dedica exclusivamente al helio, caso que se trata un poco mas formalmente
como una muestra explicita de las complicaciones insalvables que surgen al
pretender atacar problemas de tres o mdas cuerpos. Para el helio se abordan
con cierto detalle los aspectos aproximados de la teoria, los que posterior-
mente se generalizan sin mayor discusion para atomos mds complejos.

Aun con el empleo de aproximaciones, las funciones de onda de dtomos
polielectronicos sélo pueden obtenerse facilmente con la ayuda de la computa-
dora. En la seccion 8.3 presentamos algunos resultados de calculos que son
utiles para mostrar las tendencias que siguen las funciones monoelectronicas y
las energias orbitales a lo largo de la tabla periddica.

Se han intercalado en las secciones 8.2 y 8.3 los aspectos de momento
angular y términos espectroscopicos para atomos polielectronicos. Estos son
fundamentales para el entendimiento cabal de los espectros atémicos.

8.1 EL PRINCIPIO DE ANTISIMETRIA

El principio de antisimetria surge de la indistinguibilidad de los electrones. Los
dos electrones en el helio, por ejemplo, son particulas equivalentes, caracteriza-
das por el mismo conjunto de constantes fisicas (masa, carga, etc.). Cuando
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vemos un par de pelotas idénticas en el suelo nos daria lo mismo que la de la
derecha ocupara el lugar de la izquierda, y viceversa. El par de pelotas después
del intercambio seguiria siendo un par de pelotas en el suelo, idéntico al
observado previamente. De la misma forma,

un intercambio de los electrones del helio no deberia afectar ninguna de las
propiedades medibles en este atomo. No podriamos distinguir entre el dtomo de helio
antes y después del intercambio de electrones. Concluimos entonces que el intercam-
bio de un par de electrones no tiene ningiin significado fisico.

No obstante, desde el punto de vista matematico, un intercambio si tiene
un significado preciso: las coordenadas que describen la posicién de ambos
electrones deben intercambiarse en las expresiones de la teoria cuantica. Ante
esta permuta de coordenadas, todas las propiedades fisicas que la teoria calcula
no deben ser afectadas, puesto que el intercambio no debe influir sobre las
manifestaciones fisicas del atomo. ;Qué propiedad matematica debe satisfacer
una funcion de onda (que no es una cantidad fisicamente medible) para que
todas las predicciones fisicas de la teoria no se alteren al permutar las
coordenadas de un par de electrones? La respuesta a esta pregunta la dio
W. Pauli en 1940.

8.1.1 Funciones de onda simétricas y antisimétricas

La funcién de onda de un sistema de dos electrones tiene como variables
independientes a las coordenadas espaciales y de espin de ambos electrones. Si
llamamos 1 al conjunto de las coordenadas de uno de los electrones y 2 al
correspondiente del segundo, es decir,

1= {xl’ Y15 215 01}

2= {XZ’ Y25 225 0-2} (8'1)
entonces, la funcién de onda puede presentarse sintéticamente como
¥(1,2) (8-2)

Cuando se lleva a cabo la permuta de las coordenadas de los dos electrones, se
genera, en principio, una nueva funciéon que llamaremos ¥(2, 1). Representando
a P como un operador de permutacién, podemos escribir

P¥(1,2) = ¥(2,1) (8-3)

La funcién (8-2) seria aquella que describiria el estado del sistema antes de la
permutacion, y la de (8-3) aquel después del intercambio electronico. Como se
discutié en 8.1, ambas funciones de onda son perfectamente aceptables desde el
punto de vista fisico siempre que las predicciones medibles que con ellas
puedan calcularse sean idénticas.
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Por ejemplo, la densidad de probabilidad de que un electrén esté en 1 y el
otro en 2 es una propiedad del sistema que no debe afectarse ante el
intercambio, o sea,

p(1,2) = p(2,1) (8-4)

Pero, ya que la densidad de probabilidad no es mas que el cuadrado de la
funciéon de onda del sistema, (8-4) implica que

(1, 2)7 = P2, 1) (8-5)

La igualdad anterior puede satisfacerse ya sea si ¥ es simétrica respecto al
intercambio de coordenadas

Y(1,2) = ¥2,1) (8-6)
o antisimétrica

W(1,2) = -2, 1) (87

Ejemplo 8.1 Indique cudl de las siguientes funciones no es afectada cuando se
intercambian las coordenadas espaciales 1 y 2:

a) f(1,2) = (x,y22y + X30123)

b) g(1,2) = (x,y12; + Xy Y22y + X2¥121)
Solucion

a) Intercambiando x, por x,, y, por y, y z; por z,, obtenemos

S21) = (X912, + x1y221)

la cual es idéntica a f(1,2). Entonces, decimos que f es una funcion simétrica
ante la permutacion de las coordenadas 1 y 2.
b) Similarmente,

g(2,1) = x3,2; + Xay123 + X122,

Vemos ahora que g(2, 1) es absolutamente diferente a g(1, 2). Decimos, pues, que
g no es ni simétrica ni antisimétrica ante la permutacion de 1 y 2, o bien que g
no tiene simetria de intercambio.

La propiedad de simetria o antisimetria que debe satisfacer la funcién de onda de un
sistema de particulas es un importante principio de la naturaleza que fue descubierto
por Pauli;, ¢ indica que:

i) Los sistemas compuestos por particulas idénticas con espin entero (s = 0,
1,...) estin siempre descritos por funciones de onda simétricas.

ii) Los sistemas de particulas idénticas con espin igual a la mitad de un entero
non (s = 1/2, 3/2,5/2,...), estdn siempre descritos por funciones de onda antisimétri-
cas ante el intercambio de un par de particulas.

Este principio establece, por tanto, que las relaciones (8-6) y (8-7) nunca se
dan simultaneamente. Asi, para un sistema compuesto por un par de fotones
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(s = 0), la funcién de onda debe cumplir la condicion de simetria (8-6). Por
otra parte, uno compuesto por electrones, protones o neutrones (para todos
ellos, s = 1/2) es (8-7) la que se satisface.

El postulado de que un sistema de electrones debe estar descrito por una funcién de
onda antisimétrica respecto al intercambio de las coordenadas (incluyendo la del
espin) de pares de electrones, se conoce como principio de Pauli o principio de
antisimetria.

Su validez esta absolutamente confirmada, asi que no se tiene duda de que
constituye un principio basico de la naturaleza.

Esta diferencia, aparentemente menor, entre las funciones de onda de uno u

otro tipo de particulas permite explicar la notable divergencia de comporta-
mientos que presentan. A aquellas con espin entero se les conoce como
bosones, en honor a Satyendra Nath Bose (1894-1974), fisico hindy, y a las del
espin «semientero», como fermiones, en honor a Enrico Fermi (1901-1954), fisico
italiano.
PROBLEMA 8.1 Indique cuél de las siguientes funciones de onda tiene las propiedades
de simetria adecuadas para un sistema de dos bosones, cudl para uno de dos fermiones
y cudl es inaceptable.

a) W(1,2) = e"FEmtrotaa)

b) W(1,2) = xix; + yiy, + ziz

X1J12y

¢) ¥Y1,2)=In——
X2Y2Z2

Ejemplo 8.2 Sea ¥(1,2) una funcién que no es simétrica ni antisimétrica ante la
permuta de las coordenadas 1 y 2. Demuestre que las siguientes combinaciones
permiten obtener una funcidn simétrica y otra antisimétrica:

¥(l1,2)=Y¥(1,2) + ¥(2,1) (8-8)
YA(1,2) = ¥(1,2) - Y2, 1) (8-9)
Solucién Permutando las coordenadas en W (1,2), tenemos
Yy2,1) = Y2, 1+ ¥1,2) = ¥1,2) + Y2, 1)
de donde es claro que
Yy2,1) = ¥d1,2)

o sea, que W5 es una funcién simétrica.
Asimismo,

Y2, 1) = P2, 1) — W(1,2) = —[¥(1,2) - ¥(2,1)]
y de (8-9) obtenemos
Ya2,1) = —WA(1,2)

asi que W, es antisimétrica, como deseaba demostrarse.
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PROBLEMA 8.2 A partir de la funcién del inciso b) del problema 8.1, construya una
funcion simétrica y otra antisimétrica ante la permutacion de las coordenadas 1 y 2.

PROBLEMA 8.3
a) Demuestre que el producto de dos funciones simétricas (o antisimétricas) ante el
intercambio de las coordenadas 1 y 2 resulta ser una funcidén simétrica.
b) Muestre que el producto de cualquier funcion simétrica por otra antisimétrica
es antisimétrico.

PROBLEMA 84 Encuentre la simetria de las siguientes tres funciones:
a) ¥,(1.2) = xiy, + x3y,
bj Wil,2) = (x1y121)(x2Y22,)
) Yil,2)=x, 23 +y, — X, + 121 — ¥,
e indique, a partir de lo enunciado en el problema 8.3, cual es la simetria de los
tres productos que pueden realizarse entre ellas.

PROBLEMA 8.5 Sean ¢, y ¢, dos funciones de las coordenadas de una particula.
Demuestre que, cualesquiera sean ¢; y ¢,, el siguiente determinante siempre es antisimé-
trico ante el intercambio de las particulas 1y 2:

¢:(1) ¢1(2)‘

8-10
$21) $2(2) @19

¥(1,2) =

8.1.2 Los operadores y las funciones del espin
para un sistema de dos electrones

Aqui analizaremos la repercusion que tiene el principio de antisimetria sobre la
funcién de onda de un sistema de dos electrones.

De antemano sabemos que al resolver la ecuaciéon de Schroedinger no
aparece el espin por ninguna parte. Recordemos que para el hidrégeno
(Sec. 7.5.2) la solucion de la ecuacidén de Schroedinger hubo de multiplicarse
posteriormente por una funciéon de Pauli del espin (y, o y_) para obtener la
funcidn de onda total electronica. Algo similar se acostumbra hacer en sistemas
de varios electrones. En el caso particular de dos, el plan a seguir es:

1) Se resuelve! la ecuacion de Schroedinger, obteniendo una funcién de

las coordenadas espaciales de ambos electrones, a la que denominare-
mos

w541, 2)

2) Se construye una funcion que depende de las coordenadas del espin de
ambos electrones, a la que llamaremos

(1,2

! Veremos en este capitulo que lo usual, en lugar de resolver, es aproximar una solucién.
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3) La funcion de onda completa del sistema se obtiene multiplicando
ambas porciones de los incisos anteriores?:

¥(1,2) = ¥5(1,2) &1, 2) (8-11)

4) Se verifica que la funcion construida sea antisimétrica ante el intercam-
bio de los dos electrones.

Si en (8-11) intercambiamos las coordenadas de ambos electrones, obtene-
mos

w2, 1) = ¥52,1) &2, 1) (8-12)

Para que el principio de antisimetria (8-7) se satisfaga, vemos que (8-11) debe
ser idéntica a (8-12), salvo un cambio de signo. Es decir,

w1, 2) &(1,2) = — 392, 1) &2, 1)

Esta igualdad puede alcanzarse siempre y cuando se dé cualquiera de las
siguientes dos situaciones:

a) w5(1,2) = -2, 1) vy &1,2) = &2,1) (8-13)
b) w5(1,2) = Y52, 1) y &1,2) = —&2,1) (8-14)

En pocas palabras, el principio de antisimetria aplicado a ‘¥'(1, 2) fuerza a que
ya sea la funcion espacial, ¥ o la del espin, &, sea antisimétrica, conservando-
se la otra simétrica ante el intercambio.

Para finalizar esta seccion, enfocaremos la atencion en la funcion del espin ¢.
Cualquiera que sea ésta, debe ser una funcién propia de los operadores del
espin para el sistema de dos electrones. Pero ;cudles son aqui los operadores
del espin?

Siendo el espin un vector de momento angular y teniendo cada uno de los
electrones un vector de espin particular, los operadores del espin se obtienen
sumando aquellos de los electrones individuales. Es decir, si S, representa el
operador de momento angular del espin del electréon 1y S2 aquel del electron 2,
el operador del espin para el sistema de dos electrones, S, sera

§=8,+85, (8-15)
Similarmente, las componentes en z satisfaran:
S,=8,,+8., (8-16)

Cuando estos operadores actien sobre &, deben obtenerse los valores propios
caracteristicos de los momentos angulares, o sea,

S2E(1,2) = S(S + DA% &(1,2) 8-17)

2 Por supuesto, esto solo es valido cuando el hamiltoniano del sistema Ae dos electrones no
dependa explicitamente de operadores del espin.
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$.6(1,2) = M,hé(1,2) (8-18)

donde M, = -S§,...,S.

Los numeros cuanticos introducidos, S y M,, caracterizarian al momento
angular del espin total y a su componente en z. No son dificiles de prever los
valores que adquieren S y M, para un sistema de dos electrones. El andlisis es
similar al que hicimos en la seccion 7.5.3, donde discutimos el acoplamiento del
momento angular orbital y el del espin en ¢l atomo de hidrégeno. En este caso
se nos presenta el acoplamiento de dos momentos angulares del espin, aunque
en diferentes electrones, pero el resultado es enteramente idéntico. Resulta que
dicho acoplamiento estd cuantizado: los dos electrones solo pueden interactuar
ya sea con sus espines paralelos o antiparalelos. Matemditicamente se obtiene
que el numero cuantico del espin total, S, s6lo toma dos valores: la suma de
los nimeros cuanticos de espin de los electrones individuales:

S=12+1/2=1
o bien su diferencia:

S=12-1/2=0

En el primer caso, de (8-18), M, toma los tres valores 1, 0, —1, por lo que a

este acoplamiento se le llama «triplete». En el segundo, como M, solo puede
valer 0, se le denomina «singulete». Concluimos que debe ser factible construir
cuatro funciones diferentes ¢ del espin, cada una se comportaria diferente en las
ecuaciones (8-17) y (8-18), dando asimismo distintos valores de S y M,, por lo
que podriamos etiquetarlas como sigue:

s M,
Singulete: & 0 0
31 1
Triplete: 3, 1 0
%1 -1

Recondzcase que el superindice a la izquierda de £ no representa mas que
los 2§ + 1 posibles valores de M, (desde —S hasta S, de uno en uno), lo que
recibe el nombre de degeneracion del espin.

Encontrar las expresiones precisas de las funciones ¢ en el caso de dos
electrones resulta bastante sencillo. Para ello se emplean funciones de espin de
un electron.

Ejemplo 8.3 Sean y, y yx_ funciones de espin de un electrén, es decir, aquellas que se
comportan de la siguiente forma ante los operadores de espin monoelectrénicos:

$2y (1) = 5,(5; + Dhx+(D)

Sx-(1) = sy(s; + Dh’x-(1)

S, x+(1) = mg hyx+(1) con m, = +1/2

S, x-(1) = mg hy-(1) con my = —1/2

} con s, = 1/2
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(cuatro relaciones enteramente idénticas existen si todos los indices 1 y coordenadas 1 se
reemplazan por 2 y 2).

A partir de ¥, (1), x_(1), x+(2) ¥y x_(2), construya cuatro funciones de las coordena-
das de espin de dos electrones, que sean simétricas o antisimétricas ante el intercambio
de los electrones.

Solucion Son cuatro los posibles productos que pueden obtenerse a partir de una
funcion del electron 1 y otra del 2:

2+Dx+2) s e (Dx-@) » x-My@) . (-Dy-(2)

Inmediatamente podemos comprobar que el primero y cuarto productos son simétricos
ante la permuta de 2 y 1. Sin embargo, el segundo y tercero no tienen propiedades de
simetria, pues se convierten uno en el otro ante el intercambio. No obstante, las
ecuaciones (8-8) y (8-9) nos permiten construir una funcién simétrica y otra antisimétrica
a partir de una sin propiedades de simetria. Aplicando esas formulas al segundo o tercer
producto, obtenemos las nuevas funciones

1+Mx-2) + 1-Mx.(2)
x+(Dx-2) = x-My.(2)

la primera de las cuales es simétrica y la tdltima antisimétrica, con lo que hemos
satisfecho el enunciado.

Incluyendo el correspondiente factor de normalizacién, las funciones del
espin para un sistema de dos electrones son:

TRIPLETE
3= 14Dy (2)
1
3o = —=[x+(x-(2) + x-(Mx+ ()] } Simétricas (8-19)
J2
¥ o= -y
SINGULETE
= (2@ — 1 (] Antisimétrica (8-20)
J2?

De acuerdo con (8-13), las funciones de espin del triplete deben ir asociadas
a funciones espaciales W3¢ que sean antisimétricas, mientras que la del singulete,
a una solucion simétrica de la ecuacion de Schroedinger.

Por lo pronto, ya hemos resuelto el paso numero 2 citado al principio de
esta seccion, asi que ahora analizaremos, en el caso mdas simple, como se
realiza el mencionado alli como primer paso.
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82 EL ATOMO DEL HELIO

Abordaremos aqui el serio problema que representa resolver la ecuacion de
Schroedinger para un sistema de 3 cuerpos (nucleo + 2 electrones).

El hamiltoniano que plantearemos en la seccion primera contiene solo las
interacciones electrostaticas entre las particulas cargadas. Aun asi, la ecuacion
de Schroedinger no ha podido resolverse analiticamente. Debemos resignarnos
a generar métodos de solucion aproximados.

En la segunda seccién, que denominamos aproximacion de electrones
independientes, lo primero que se nos ocurre es «olvidar» que los electrones se
repelen. Por supuesto, un hamiltoniano sin repulsion electronica corresponde a
un modelo de dtomo que se aleja mucho del atomo real de helio. La solucion
puede obtenerse, pero corresponde a un dtomo ficticio en el que su par de
electrones se comporta independientemente, como si estuviera en un atomo de
hidrégeno con nucleo de dos protones.

En la tercera seccion se introduce una correccion al modelo de electrones
independientes. En lugar de incorporar la repulsion real, ésta se simula
haciendo disminuir la carga nuclear por un factor constante. Alli veremos que
esta sola consideracién mejora sustancialmente la descripcion de la energia del
atomo.

Una mejor aproximacién se discute en la cuarta seccion. La repulsion
puede tomarse en cuenta introduciendo un potencial efectivo de repulsion que
se hace depender de la distancia al nucleo de cada electron. Esta aproximacion
se ha difundido enormemente, y con ella sigue siendo valido identificar a cada
uno de los electrones con orbitales tipo hidrogeno con una cierta energia
orbital.

En las secciones 8.5 a 8.8 se estudian ahora los estados excitados del helio
a diferentes niveles de aproximacién, desembocindose en la descripcion del
espectro del helio, en la seccion 8.9. '

El camino que se sigue para mostrar cémo abordar la resolucion aproxima-
da de la ecuacion de Schroedinger para el helio se presenta, méas que nada,
para ahorrar formalidad en el tratamiento de otros atomos polielectronicos,
por donde circularemos con un enfoque totalmente informal, toda vez que el
ejemplo del helio nos haya mostrado los aspectos peculiares de los atomos
polielectronicos.

8.2.1 El hamiltoniano

La parte espacial de la funcién de onda del helio, que denominamos ¥591,2) en
la ecuaciéon (8-11), se obtiene al resolver la ecuacion de Schroedinger. Esta
Gltima queda definida con el conocimiento del hamiltoniano.

En esta ocasion, por simplicidad, escribiremos el hamiltoniano electronico
considerando que el nucleo ocupa el origen de coordenadas y no el centro de
masa del atomo (véase Fig. 8.1). Con ello habremos hecho una minima
aproximacion, ignorando el llamado «término de polarizacion de masa».
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(xla yhzl) =1

2 = (x2,¥2,22)

Niicleo

Figura 8.1 Coordenadas relativas de los electrones respecto al nicleo, en el atomo de helio.

Tomando en cuenta las energias cinéticas de ambos electrones, su atraccion
con el nuicleo y su repulsion mutua, podemos escribir el hamiltoniano electro-
nico como

H = En + Ecz + Vl*nuc+ V2—nuc+ Vl‘z
Al escribir explicitamente los operadores asociados a estas energias, tenemos

2
T

, KZeé* kZeé* ket
—-—Vi Vi - — + — (8-21)
2m 2m ry r, ris

Para escribir este hamiltoniano en unidades atomicas de energia (hartrees),
segln fueron introducidas en la seccion 7.1.4, recordemos que en estas unida-
desh =1,e=1yk =1,y entonces,

A=-—-V:-_-v2_-Z2_24 _ qa (8-22)

PROBLEMA 8.6 Construya el hamiltoniano electrénico para el dtomo de litio.

La ecuaciéon de Schroedinger para el helio
AYS(1,2) = E¥5(1,2) (8-23)

no ha podido ser resuelta en forma cerrada hasta la fecha. El dltimo término,
1/r,,, que contiene la interaccion interelectronica, depende de las coordenadas
de ambos electrones, pues

Fia = \/662 —x)?+ (=) + (=)

y su sola presencia ha hecho imposible hallar la solucion exacta de (8-23).
No obstante este tropiezo, se han desarrollado multitud de métodos para
encontrar soluciones aproximadas. Algunos de ellos son tan poderosos que
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practicamente se ha alcanzado el valor exacto de la energia del helio. Esta
puede determinarse experimentalmente midiendo la energia necesaria para
separar el nucleo y los electrones. El camino consiste en ionizar dos veces el
helio:

He - He" + e~ ; EI,
He* - He'* + e~ ; EI,
y sumar ambas energias de ionizacidon. El valor actual es
Eep = —(EI, + EI,) = —2.90372 hartrees (8-24)

Este dato puede servirnos como guia en lo que sigue. Cuando aproximemos
una solucion W51, 2), mientras el valor de E asociado a ésta se encuentre mads
cercano a (8-24) iremos por buen camino.

PROBLEMA 8.7 La segunda energia de ionizacion del helio puede calcularse con las
formulas desarrolladas para el hidrogeno, pero empleando Z = 2.
a) Use la energia hidrogenoide (7-41) para estimar EI, del helio.
b) Calcule EI, para el helio adicionando la interacciéon espin-orbital de (7-162).
¢) Emplee la energia hidrogenoide relativista (7-172) para obtener EI,.
d) Con el resultado en c¢), estime la primera energia de ionizacion del helio,
empleando (8-24).

Respuesta
a) 2 hartrees.
b) 2 hartrees.
¢) 2.000053 hartrees.
d) 090367 hartrees = 24.59 eV (casi el doble que para el hidrogeno, para el cual
EI, = 0.5 hartrees).

8.2.2 Aproximacién de electrones independientes.
El estado basal. Determinantes de Slater

En el hamiltoniano del helio (8-22) podemos agrupar términos y escribir

. 1
A=h +h, + — (8-25)
Fy2
donde
1 Z
hy = —-v?-= (8-26)
2 ry
1 Z
ho=—.v3-2 (8-27)
2 ry

son hamiltonianos que afectan so6lo a las coordenadas de uno de los electrones.
fh, y h,, ademas, son idénticos al hamiltoniano electrénico del hidrégeno, pues
contienen energia cinética y atracciéon con el nucleo.
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Ya que el término 1/r;, es el que complica la solucion de la ecuacion de
Schroedinger, vamos a olvidarnos por el momento de su existencia. Ello no
deja de ser una barbaridad, pues implica suponer que los dos electrones no se
repelen. Sin embargo, esta primera aproximacién proporcionard un punto
adecuado de partida, como sera claro mas adelante. Asi, nos dedicaremos a
resolver la ecuacion

(h, + hy)¥5(,2) = E¥5(1,2) (8-28)
que se conoce como la de «electrones independientes».

Ejemplo 84 Demuestre que la soluciéon de la ecuacion (8-28) puede expresarse como
un producto de funciones monoelectronicas, es decir,

Y31, 2) = ¢.(1)¢4(2) (8-29)
Solucién Sean ¢, y ¢, las soluciones a los problemas monoe¢lectrénicos
hi¢.(1) = &,¢.(1)
ﬁzd’b(z) = £,¢,(2)
Entonces, sustituyendo (8-29) en (8-28),
(h; + 0)0,(1)¢,(2) = E¢,(1)6,(2)
Recordando que h; sélo actia sobre las coordenadas 1 y h, sobre las 2, tenemos

$(Dh;9,(1) + o(Dh2,(2) = E¢,(1)$,(2)

(8-30)

Sustituyendo (8-30),
$,(2)610,(1) + ¢, (1)6:04(2) = Ed,(1)§.(2)
Ambos lados de esta ecuacion serdn idénticos siempre que
E=6,+6&, (8-31)

y la funcién producto (8-29) sera la solucién del problema de electrones independien-
tes (8-28).

El ejemplo anterior muestra que para obtener la solucion de un sistema de
electrones independientes basta encontrar soluciones a las ecuaciones mono-
electronicas (8-30) y multiplicarlas. Pero resulta que cualquiera de las ecuaciones
monoelectronicas es, precisamente, la del atomo de hidrégeno. Asi, ¢,(1) y
¢,(2) son funciones hidrogenoides, como las discutidas a lo largo de todo el
capitulo anterior. Los subindices a y b pueden entonces asociarse con nimeros
cuanticos hidrogenoides para cada electrén:

a={n,l,m}
b = {nz, 12, m2}

Resumiendo, al ignorar la repulsion interelectrénica, la funcion de onda del
helio no es mas que el producto

W31, 2) = Gty mi Dz 13, mal2) (8-32)
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y de (8-31),

E=&,+ 6, (8-33)
donde las ¢ y las & son funciones de onda y energia del ion hidrogenoide,
con Z = 2.

La menor energia se obtiene cuando n, = n, = 1, o sea, cuando ambos
electrones estén descritos por funciones ls. Asi, para el estado basal:

Estado {W&(l,z) = ¢:d1)¢1,(2) (8-34)
basal E =26, (8-35)
Ya que en unidades atomicas, de (8-41), la energia del hidrégeno es
ZZ
"= T
para Z = 2, &£, = —2 hartrees; asi que para el helio E = —4 hartrees, valor

que se encuentra lejos del experimental (7-24).

Ejemplo 85 Con ayuda de las funciones hidrogenoides descritas en el capitulo
anterior, escriba la funcion espacial del estado basal del helio.

Solucion Tomando la ecuacién (7-30) y recordando que a, = 1 unidad atomica de
longitud, tenemos
YA 1/2
¢1s(1)=2<—) e
n

g (8-36)
¢ls(2)=Z<A) e

4

Asi, para el estado basal

3

z
W(1,2) = —e At 8-37)
ki

Reemplazando Z = 2, obtenemos finalmente:

-

8
WS, 2) = S gt
T

Como la funcién (8-34), o su forma desarrollada (8-37), es simétrica respecto
al intercambio de los electrones 1 y 2, debe acompaiiarla una funcién del espin
antisimétrica, segin (8-14). Entonces, sustituyendo en (8-12) la parte espacial
(8-34) y la funcién singulete del espin (8-20), la solucién completa para el helio
en la aproximacion de electrones independientes es

1
¥(1,2) = [¢1s(1)¢1s(2)]{_[X+(1)X—(2) - X—(I)X+(2)]} (8-38)

2

Ya que para la funcién singulete el momento angular del espin y su componen-

Estado
basal
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te en z son nulos, pues S =0 y M, = 0, se acostumbra representar al estado
basal del helio segun la figura
s

donde las orientaciones de los espines de cada electrén se anulan. Ya que una
funcion 1s describe a ambos electrones, se acostumbra decir que el estado basal
del helio corresponde a la configuracion (1s)>.

La funcién de onda (8-36) puede escribirse como un determinante:

1 oMy 612)24(2)

8-39
J21:1Mx- (1) 61(2)2-(2) @3

¥(1,2) =

Como se indic6 en el problema 8.5, una funcién construida como determi-
nante siempre es antisimétrica ante el intercambio de dos electrones. Ello es
consecuencia de que al intercambiar 1 y 2 en (8-39) se permutan las columnas
del determinante, lo que basta para que éste cambie de signo.

Una funcidén como (8-39) se conoce como determinante de Slater, por haber
sido John C. Slater el primero que sugirid que éste era un método seguro para
construir funciones antisimétricas.

PROBLEMA 8.8 Demuestre que un determinante cualquiera 3 x 3:

a, a, 4as
by by, by
€y €2 €3

cambia de signo al intercambiar de lugar un par de columnas.

JOHN C. SLATER. (Tomada de P. O.
Loéwdin, Quantum Theory of Atoms,
Molecules and Solid State. Nueva York,
Academic Press, 1966. Fotografia cortesia
del autor.)
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PrROBLEMA 89 Verifique que (8-39) es idéntica a (8-38) mediante el desarrollo del
determinante.

Resumiendo esta seccion, la aproximacion de electrones independientes
permite obtener una primera aproximacion para la energia electronica, E, y la
funcién de onda espacial W para el helio. Esta ultima resulta ser un producto
de funciones monoelectronicas idénticas a las del hidrogeno (excepto que en el
helio Z = 2).

Incorporando la funcion del espin, hemos aprendido también que la
funcion de onda completa del estado basal puede escribirse como un determi-
nante de Slater.

Todo lo descrito hasta ahora constituye un avance en el entendimiento de
la estructura electronica de los atomos.

Aunque parezca irracional haber suprimido la consideracién de que los
electrones del helio se repelen, en breve estaremos de acuerdo con Per Olor
Lowdin, quimico cudntico sueco, quien indicé en 1960:

«En la discusién de las soluciones de la ecuacion de Schroedinger en sistemas
con muchos cuerpos es util y conveniente introducir funciones de una particula
como el punto de partida para los diferentes métodos de aproximacion.»

8.2.3 Apantallamiento y carga nuclear efectiva

La simplicidad del modelo de electrones independientes puede conservarse si se
considera que el efecto de un electron sobre otro consiste en tapar o apantallar
la carga del nucleo.

Cuando un electron del helio se halle cerca del nucleo y el otro lejos (véase
Fig. 8.2), el primero «sentira» en toda su magnitud la atraccion de los dos
protones, mientras que el segundo estard atraido por el equivalente a una sola
carga positiva.

En pocas palabras, dependiendo de su distancia al nicleo, la carga nuclear efectiva
que un electrén siente varia entre 1y 2 debido a la presencia del otro electron.

Por presentar un simil habitual, imaginemos que nos citamos con un amigo
muy temprano en una plaza publica. Al llegar no tendremos problema en

td

Carga neta = +1
- ‘\nfr‘

g \
f . ©)
: ° I L
\ e /
~ PRe

Sm—

Figura 8.2 El electron cercano al nucleo es atraido por dos protones. Entre tanto, el que
esta lejos se «siente» como en un atomo de hidrogeno, atraido por una carga neta de +1.
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localizarlo. Sin embargo, si la cita ocurre a mediodia, todas las demas personas
presentes nos cubrirdn o apantallardn a nuestro amigo, haciendo dificil su
localizacidén y sentir su presencia. Asi, los diversos electrones en un atomo se
apantallan entre si la carga nuclear.

Para obtener resultados concretos empleando esta simulacion de la repul-
sion, procede considerar el hamiltoniano monoelectrénico de las ecuaciones
(8-26) v (8-27), reemplazando la carga nuclear, Z = 2, por una carga nuclear
efectiva Z* que toma algun valor fijo entre 1 y 2:

1 zZ*

hy= —-V?—— parai=12 (8-40)
2 r;

i

El valor de Z* mas apropiado falta aun por determinar, pero por el
momento puede considerarse como un promedio entre los casos extremos de
cercania (Z* = 2) y alejamiento (Z* = 1) del nucleo.

Asi, en este nuevo modelo del dtomo de helio, los electrones no se repelen
entre si, pero son atraidos por un nuicleo con un nimero fraccional, Z*, de
protones.

Por supuesto, las soluciones de la ecuacion monoelectronica con el hamilto-
niano (8-40) siguen siendo los orbitales hidrogenoides, pero descritos por la
carga nuclear efectiva en lugar de Z. Por tanto, de (8-36) y (8-38), la funcién
de onda del estado basal resulta ser, en unidades atomicas,

*3

z »
YI(1,2) = —— e 4 ) (8-41)
i

El procedimiento para obtener el valor 6ptimo de Z* se conoce como método

variacional, que se sustenta en un teorema muy util de la mecdnica cudntica:
Sea H el hamiltoniano de un sistema y E, el menor de sus valores propios (la
energia del estado basal que se obtendria al resolver la ecuacion de Schroedinger).
Si ¥ es una funcién arbitraria que satisface las condiciones a la frontera
requeridas y esti normalizada, entonces

E, = J‘I’*H‘P dv (8-42)°

siempre satisface ser mayor a E, Si acaso E, = E,, entonces ¥ es la funcion de
onda del estado basal del sistema.

Este teorema variacional es de gran utilidad para «probar» funciones de
onda aproximadas y escoger la mas conveniente. Todo lo que procede es
calcular el «valor esperado» E, para varias funciones. Aunque no se conozca el
resultado de la ecuacion de Schroedinger, E,, se elegira la funcién con menor

3 Note que E, representa ¢l valor esperado de la energia calculado con la funcion de onda
aproximada W.
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valor de E, como la mas apropiada, ya que serd aquella para la que E, se
aproximara mas al resultado correcto E;, pues toda E, es mayor que E;.

Volviendo a nuestro problema, podemos considerar a (8-41) como una
multitud de funciones, dependiendo del valor tomado por Z*. Entre todas
ellas escogeremos aquella que minimice la expresion (8-42), siendo A el hamil-
toniano correcto del helio de (8-25). /

El procedimiento a seguir se plantea en el problema 5, al final del capitulo. Por
el momento, basta indicar que al calcular E, con la funcién (8-41) se obtiene

E, = Z¥Z* — 27/8) (8-43)
Es facil comprobar, por derivacion, que el valor de Z* que minimiza E, es
Z* = 27/16 = 1.6875 (8-44)

Asi que, en promedio, cada electrén ls en el helio apantalla alrededor de 0.31
protones al segundo electron.

Sustituyendo (8-44) en (8-43) obtenemos un valor de E, = —2.8476 har-
trees, el que apenas se encuentra un 2% por encima del resultado experimen-
tal (8-24).

Podemos entender desde otro punto de vista el apantallamiento. En lugar
de olvidar la repulsion y obtener las funciones monoelectronicas resolviendo la

ecuacion hidrogenoide
1 Z
2 r

hemos obtenido la funcién ¢ que describe a cada electron resolviendo la nueva
ecuacion

(—lvz —§+5>¢= ) (8-45)
2 roor

donde ¢ = Z — Z*. (8-46)

La ecuacion (8-45) corresponde a un electrén con cierta energia cinética,
atraido por un nucleo con Z protones, y el término o/r representa cierta
energia potencial adicional, debida a la presencia del otro electron.

¢ recibe el nombre de constante pantalla, y corresponde a la carga nuclear
promedio que el otro electron logra apantailar.

El término ofr puede, entonces, considerarse como un potencial repulsivo
promedio que afecta a cada electron debido a la existencia del segundo:

o Z-—-Z*

Velr) = = (8-47)
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Debe quedar claro que introducir el apantallamiento es una forma (la mds
simple) de tomar en consideracion la repulsion electrénica y mejorar la
descripcion de electrones independientes. No se complica, en absoluto, la forma
de la funcién de onda (8-39) y se obtiene un valor de energia muy cercano al
experimental.

8.24 Potenciales efectivos. El método de campo autoconsistente

Desde luego, pueden encontrarse mejores descripciones para el potencial
repulsivo efectivo que siente un electron por la presencia del otro. En esos
casos, €l término ofr de (8-45) se reemplaza por el potencial efectivo en
cuestion. Asi, el problema monoelectrénico a resolver se convierte en

[ —%VZ - % + Ve,.(r)J b =& (8-48)

Con las soluciones ¢ a esta ecuaciéon se obtienen entonces mejores funciones
determinantes que (8-35), donde se tienen funciones tipo hidrogeno.

El primero en proponer este tipo de aproximacion fue D. R. Hartree, en
1928. La idea central consiste en reescribir el hamiltoniano total del helio (8-25)
sumando y restando potenciales efectivos de repulsién:

- 1
A =[h, +V,(r)] + [k, + V(r2)]+ [T = Veelr1) — ef(r2ﬂ
12

y considerar que el tercer término, llamado de «interaccidén residual», tiene un
pequefio efecto, mds o menos despreciable, sobre la funcion de onda y la
energia de la ecuacion de Schroedinger. Si V; ha sido escogido adecuadamente,
entonces ¢l término de interaccion residual se puede despreciar, reduciéndose el
hamiltoniano a una suma de operadores monoelectréonicos donde el resultado
del ejemplo 8.3 puede aplicarse, en cuyo caso basta resolver la ecuacion
monoelectronica (8-48). Los valores de & representarian entonces energias
monoelectronicas.

Estos métodos se conocen como de campo autoconsistente, pues se basan en
la nocion de que cada electron se mueve inmerso en un campo eléctrico estatico
producido por el nucleo y los demas electrones. Desde esta idea calculd
Hartree un potencial efectivo V,(r). A cada electréon resulta asignarse una
funcién orbital ¢, un eigenvalor & y niimeros cuanticos n, ! y m caracteristicos.

El valor de energia total electronica més cercano al experimental, emplean-
do una funcién de onda tipo determinante de Slater, ha sido calculado por
Gazquez y Silverstone*, y mejora apenas 0.014 hartrees el de la seccion
anterior, donde usamos la carga nuclear efectiva.

Por supuesto, vale la pena indicar, antes de concluir esta seccidén, que se han
realizado cdlculos mas exactos abandonando la idea de los potenciales efecti-

* En 1977 reportaron E = 2.8616799956122 hartrees.
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vos. Ya en 1930, Egil A. Hylleraas obtuvo una energia total apenas 0.0005
hartrees por encima del valor exacto.

Calculos posteriores, que incluyen la interaccién espin-orbita y efectos
relativistas, alcanzan valores de energia idénticos al experimental (8-24).

Sin embargo, el avance en las aproximaciones se logra complicando los
desarrollos matematicos y obscureciendo un poco el aspecto de interpretacion
quimica basica que aqui pretendemos abordar. Por ello, detenemos en este
punto la descripcion de los métodos mecdnico-cudnticos mas complejos,
dejando asentadas las siguientes ideas:

Al nivel de aproximacion que supone reemplazar la repulsion electrénica real por
unos potenciales efectivos de cardcter central, que dependen sélo de la distancia entre
nucleo y electrén:

— Se alcanzan energias electrénicas bastante cercanas a la exacta.

— La funcion de onda puede construirse como un determinante de Slater.

— Cada elemento en el determinante es una funcion monoelectronica. Estas se
obtienen al resolver ecuaciones como la (8-48) y puede asignirseles un
eigenvalor o energia orbital, &, y un conjunto de mimeros cudnticos orbitales
hidrogenoides n, I, m.

— Fl estado basal del helio estd entonces descrito por una funcién como la (8-39),
salvo que ¢,, se obtiene de un método de campo autoconsistente, en lugar de
emplear una funcién tipo hidrégeno o sustituir en ella una carga nuclear
efectiva.

Como vemos, aunque se ha ido mas alla de la aproximacién de electrones
independientes, se conserva la esencia de ésta, que es la forma de la funcién de
onda. A continuacién pasamos a analizar un poco los estados excitados del
helio.

8.2.5 Estados excitados

Volvamos a la aproximacion de electrones independientes.
Después del estado basal (1s)?, la menor energia de la ecuacion (8-33) se
obtiene si n, = 1 y n, = 2, en cuyo caso,

E=6,+ &,= —2—05= —25 hartrees

Para construir una funcion de onda, uno de los electrones estaria entonces
descrito por la funcion orbital ¢,,, mientras que el otro por alguna de las
cuatro funciones hidrogenoides con n = 2 (una tipo s y tres tipo p). Suponien-
do que el segundo electron esta descrito por la funcién ¢,,, usando (8-32), la
parte espacial de la funcion de onda del helio en la configuracion excitada
(1s)}(2s)* seria

Y31, 2) = ¢1(1) $242)

No obstante, esta funcion no es ni simétrica ni antisimétrica ante el intercam-
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bio de 1 y 2. De cualquier forma, de lo aprendido en el ejemplo 8.2, a partir de
ella podemos construir tanto una funcion simétrica como una antisimétrica:

PR 2) = —=[1(D92(2) + ¢1(2)a(1)] (8-49)
Configuracion \/5
(19)'(29)" . 1
YR, 2) = —=[61,(D$2,(2) — d1,(2)2(1)] (8-50)
2

Ahora bien, de acuerdo con lo examinado en la seccion 8.1.2, la funcion
simétrica ira asociada a una parte del espin antisimétrica [el singulete (8-20)].
Asimismo, la funcién espacial antisimétrica ira multiplicada por alguno de los
elementos simétricos del triplete de espin (8-19).

Resumiendo, es posible construir cuatro funciones de onda ZS“‘P . para la
configuracion (1s)'(2s)':

LY = (4000620 + ubu@l 0@ - 0.0 (8-51)
NP
(1s)'(25)1 3\*11(1’ 2) — 1 X]( )X ( )
z$0(1’12)2= ]ﬁ [($1(1)25(2) — ¢2,(1)1,(2)] 7§[X+(1)X—(2) + x-(My,(2)]
e 7-(-@) (8-52)

PROBLEMA 8.10
a) Demuestre que la primera o tercera funcion del triplete (8-52) pueden escribirse
como un determinante de Slater.
b) Muestre que s6lo una combinacién de determinantes de Slater permite escribir
la funcién singulete '¥, y el elemento intermedio ¥, del triplete.

Respuesta (En notacién simplificada.)

L 1 {1 lsT(l 1s7 2) 1
Vo =
f f

Ls|(1) lsl(Z)‘}
25T(1) 2s1(2)

2si(1)  2s)(2)
1 |1sT(1) 1512 )’
2T 2sT(2)
3\P0_i{i 1sT@) 1s72) b
J2 L2l 21l 2

Puede emplearse una notacion atn mas simplificada:

3 —

R

1s{(1) lsl(Z)} Dy ]
3T 2t “_ﬁ

Lsi(1)  1s)(2)
2sl(1)  2s)(2)

Wy, = %(llsTZsH — [1s12sT))

1
W, = —|1sT25T)

2

W, = %(llstsll + |15]2s7))

o, = *LIISlZSlI

2
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Algo similar ocurriria para cada una de las tres funciones 2p en la
configuracion (1s)'(2p)', haciendo posible la construccion de otras 12 funciones
con la energia de —2.5 hartrees.

Concluimos que existen 16 estados degenerados inmediatamente encima del
estado basal. ;Sera posible que yendo mas lejos de la aproximacion de
electrones independientes esta degeneracion desaparezca? Por lo pronto, abor-
daremos otro tema paralelo que genera una nomenclatura apropiada para los
estados del helio.

8.2.6 El momento angular orbital total

Asi como las funciones del espin corresponden a diferentes valores de los
nimeros cuanticos S y M,, segin sea el efecto que tengan sobre ellas los
operadores del espin total [véanse Ecs. (8-15) a (8-18)], la parte espacial de la
funcién de onda, ¥, tiene asociados numeros cuanticos correspondientes al
momento angular orbital total. Al igual que para el espin, los operadores del
momento angular orbital total se obtienen sumando los correspondientes a
cada electron, es decir:

L=1L,+1, (8-53)
i‘z = z‘u + i‘zz (8'54)

Cuando estos operadores actuan sobre w541,2), se obtienen los valores
propios.

2951, 2) = L(L + D291, 2) (8-55)

LW%(1,2) = M 9541, 2) (8-56)

donde M; = —L,..., +L.

El nuevo nimero cudntico L se conoce como «de momento angular total»
y M, como el de su componente en Z.

Ejemplo 8.6 Verifique que la funcion del estado basal del helio (8-34) satisface (8-56)
con M, =0.

Solucion De la definicion (8-54) tenemos que
L¥51,2) = (L., + L.)(¢1(1)e1(2)

L, y L., son operadores monoelectronicos que sélo afectan a las coordenadas de uno u
otro de los electrones; asi que el lado derecho de la anterior igualdad resulta:

i‘zlPSC(lv 2) = d)ls(z)i‘zxd)ls(l) + ¢ls(l)i‘zz¢ls(2)

Sabemos, de las ecuaciones (7-131) y (7-132), como actuan los operadores monoelectro-
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nicos sobre las funciones hidrogenoides. En particular, las funciones ls son propias
de in con valor propio mh (donde m = 0). Asi, todo el lado derecho se anula y

L¥S1,2) =0

lo que comparando con (8-56) es congruente con un valor M; = 0, como queria demostrarse.

En el ejemplo anterior se ha mostrado que la funcion del estado basal del
helio es propia de L,, con valor propio M, h (donde M, = 0). Similarmente,
puede demostrarse que también lo es de [?, con numero cuantico L = 0.

Podemos resumir que el estado basal del helio, con la funcidon de onda total
(8-38), tiene asociados cuatro nimeros cudnticos: L= 0y M, = 0 en su parte
espacial y S =0 y M, =0 para el espin.

Al igual que en el hidrogeno (véase Sec. 7.5.2), estos numeros cuanticos
(ahora de momentos angulares totales) generan una notacion de términos
espectroscépicos. Un término contiene uno o mds estados cuanticos degenera-
dos caracterizados por L y S. Dependiendo de los valores de L=10,1,2,... se
habla de términos S, P, D, etc., y se coloca como superindice la degeneracion
del espin (los 25 + 1 posibles valores de M,).

Asi, el estado basal del helio es un término singulete S: 'S,

Respecto a los estados excitados, la configuracion (1s)'(2s)' genera, como
hemos visto, cuatro estados cuanticos (8-51) y (8-52). Dado que las partes
espaciales s6lo contienen orbitales monoelectronicos tipo s, también tenemos
L =0y M, = 0. Entonces, (8-51) corresponde a otro término 'S, mientras que
las tres funciones (8-52) conforman un término 3S.

Respecto a la configuracion (1s)'(2p)!, pueden hacerse combinaciones si-
métricas o antisimétricas como en la (1s)(2s)!, pero en cada una de ellas
podemos escoger cualquiera de las tres funciones orbitales 2p disponibles. El
momento angular del atomo corresponde al del electréon que ocupa el orbital
2p, pues el otro, en el orbital 1s, tiene momento angular nulo. Por tanto, para
el 4tomo en esta configuracion L = 1, por lo que las tres funciones singulete se
agrupan bajo el término P, y las nueve restantes, en el °P.

PROBLEMA 8.11 Escriba la funcién de onda del helio con las siguientes caracteristicas:
L=1,M=0,8=1, M, = —1, que forma parte del P de la configuracion (1s)!(2p)'.

Respuesta

1
Y= 72[¢15(1)¢zp,(2) = ¢4, Mx-Mx-(2)

7

PROBLEMA 8.12
a) (Existe alguna funcién del helio con L=2, M =0, S=0, M, =0?
b) En su caso, escribala.

Respuesta a) Si.

ProBLEMA 8.13 ;Cudntas funciones de onda pueden escribirse para la configuracion
(15)!(3d)! del atomo de helio?
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Respuesta Veinte. Cinco corresponden al 'D y quince al 3D.

PRrROBLEMA 8.14 El principio de exclusion de Pauli indica que los nimeros cuanticos
de cada electrén no pueden ser todos iguales. (Por qué razon en lo desarrollado hasta
aqui no nos hemos topado con una funcién que viole el principio de exclusidn, tal

como ¥(1,2) = ¢,,(1)¢1,(2)x+(Dx+(2)?

8.2.7 El desdoblamiento de singuletes y tripletes

Hemos visto que cuando se omite el término de interaccion 1/r,, la energia
asociada a las funciones (8-51) y (8-52) es la misma:

EO = éﬂls + éE72s

Sin embargo, algun efecto debe tener el signo positivo o negativo que muestran
en su parte espacial. Para despejar esta sospecha, puede calcularse el valor
esperado de la repulsion 1/r;, usando esas funciones de onda aproximadas. En
pocas palabras, se sugiere calcular la integral

<L> = J J \PS°(1,2)<ri> w5, 2) dv, dv, (8-57)
Fi2 12

empleando las funciones del singulete y el triplete (signos mas y menos en la
siguiente ecuacion, segin (8-49) y (8-50) sustituidas en (8-57):

1
<7> ”[¢1s(1)¢25(2) + ¢, (1)d,,(2)]? ( 2),11/1 dv,

El resultado, después de un poco de dlgebra, es

<1—> =J+ K (8-58)
ri2

JJ[%:(I)] < >[¢2s(2)]2dV1 v, (8-59)
Fi2

donde

se conoce como integral coulémbica y corresponde a la energia de repulsién
clasica de las distribuciones de carga descritas por las densidades de probabili-

dad ¢1,(1) y ¢3,(2), y
J f ¢1s(1)¢25(1< >¢1s( ) $25(2)dV; dV, (8-60)

es la llamada integral de intercambio que, a diferencia de la coulombica, no
tiene ningun paralelo clasico, pues ¢, ,(1)¢,(1) y ¢,4(2)¢,5(2) no son densidades
de probabilidad, y aparecen por el hecho de construir funciones con propieda-
des de antisimetria ante el intercambio de electrones; por ello el nombre dado a K.
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La integral coulombica J es siempre positiva, pues su integrando lo es. Sin
embargo, el integrando de K no es positivo en todo el espacio debido al nodo
de la funciéon 2s. Cuando el punto 1 esté antes del nodo y el 2 después, o
viceversa, entonces el integrando de K es negativo. No obstante, como el factor
1/r,, es importante cuando 1 y 2 son puntos cercanos, predominan los valores
positivos del integrando, por lo que resulta ser que K es positiva. Si es asi, la
energia de repulsion en el singulete

1
<> =J+ K (8-61)
ria/ 's

resulta ser mayor que la del triplete:

<L> _J-K (8-62)
Fi2/ 38

Asi, podemos trazar el diagrama de la figura 8.3.

'S
Es+J+K 4 —
| el
| 1g 3 ’,/
Eo +J 1 I [—— ama em— -—-\f’ 2K
{ AN
) N 3
J
Eo+J~K - e S
I
Electrones H Interaccion Interaccion de
independientes | coulombiana | intercambio
Jd. / i
- IS JS H |
EO -, —— e —— —— I :

Figura8.3 Desdoblamiento de los estados singulete y triplete del primer estado excitado del
helio, configuracion (1s)'(2s)".

Los valores calculados para las integrales J y K de (8-59) y (8-60) son
J = 0418 hartrees y K = 0.046 hartrees; asi que las energias de los estados se
comparan de la siguiente forma con los resultados experimentales espectrosco-

picos:
Eig=E, + J + K = —2.036 hartrees (exp. = —2.147 hartrees)
Esg = Ey + J — K = —2.124 hartrees (exp. = —2.176 hartrees)

Es simple sacar conclusiones sobre la razon de la mayor estabilidad del
triplete>. El término 1/r;, en (8-57) es mas importante a medida que ambos
electrones estan cerca. Pero las funciones espaciales tienen diferentes comporta-

5 Se ha citado, recientemente, que el estado triplete es mas estable debido a que presenta no
una menor repulsién electrénica que el singulete, sino mayor atraccién nuclear (constltese el
articulo de Snow y Bills que aparece en la Bibliografia), debido a que ¢l efecto pantalla no es tan
importante para electrones con espines paralelos. Estos tienden a contraerse mas hacia el nucleo,
aumentando con ello la carga nuclear efectiva de atracciéon y, por tanto, su estabilidad.
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mientos a medida que r,, disminuye. Tomando el caso extremo r;, = 0, en
cuyo caso las coordenadas 1 y 2 son iguales, las funciones (8-49) y (8-50)
resultan:

1

\Plsg T [¢ls
Sil1=2 \{E
Wi 7[¢1s(1)¢zs(1) — ¢2(Dy(1)] =0

7

Mientras el singulete vale cero solo en la superficie nodal 2s, €l triplete es nulo
donde quiera. Asi, al disminuir r,,, la funciéon singulete no se cancela, y el
integrando en (8-57) contribuye fuertemente, cosa que no sucede para el
triplete. En éste, la posibilidad de que se acerquen los electrones disminuye y se
hace cero la de que ocupen el mismo punto del espacio.

Es como si un electrén de cierto espin tuviera «una coraza» que no
permitiera ficilmente el acercamiento de otro electron con espin paralelo, lo
que no sucede con electrones de diferente espin. Este efecto, cuantificado por la
integral de intercambio, K, recibe el nombre de interaccion de intercambio, y, en
dtomos, estabiliza a los estados con mayor multiplicidad del espin.

Este hecho fue conocido primero empiricamente por el andlisis de los
espectros atomicos y se conoce como primera regla de Hund:

(D) + ¢2,(DP1,(D] = /261, (Deb,(1)

Dada una configuracién atémica, el estado con la menor energia es aquel con la
maxima multiplicidad del espin.

Esta observacion experimental no encontré su explicacion hasta que entro
en escena la mecanica cudntica, lo que constituyé uno mas de sus aciertos.

8.2.8 Las energias orbitales 2s y 2p. Otra ruptura de la degeneracion

Otro sorprendente resultado de aplicar la mecanica cudntica al caso del helio
es que las energias orbitales &5, y &3, resultan ser diferentes. En la sec-
cién 8.2.5 obtuvimos que las energias de las configuraciones (1s)'(2s)' y (1s)'(2p)'
eran idénticas, pero ello deja de ser cierto cuando se rebasa la aproximacion de
electrones independientes. Por una parte, ya mostramos en la seccion anterior
que los tripletes se hacen mas estables que los singuletes; ahora discutiremos
como es que &y < &5,

Para obtener diferentes energias orbitales 2s y 2p es necesario emplear una
ecuacion como la (8-48), donde se simula, en V_(r), la interaccion que los demas
electrones tienen sobre aquel descrito por la funcion orbital ¢. Sin embargo,
nos topamos con dos problemas:

— Salvo el potencial efectivo descrito por un apantallamiento promedio Z*
[Ec. (8-47)], no presentamos en la seccion 8.2.4 algun V (r) propio de un
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método de campo autoconsistente, con el cual pudiéramos calcular las
energias 2s y 2p.

— Aunque tuviéramos un mejor potencial efectivo, la resolucion de la
ecuacion diferencial (8-48) podria complicarse severamente. Recordemos
que si Vy;=0, nos queda la misma ecuacidén del hidrégeno, la cual
nunca resolvimos en el capitulo anterior, sino que simplemente presenta-
mos sus soluciones.

A pesar de estas dos severas limitaciones, tenemos una manera de mostrar
que, en efecto, §,, y &,, son diferentes. Para ello, refinaremos un poco lo
tratado sobre carga nuclear efectiva en la seccion 8.2.3. Alli obtuvimos un
promedio de Z* = 1.6875, pero fue también obvio que la carga nuclear efectiva
debe tratarse como una funciéon de la distancia al nucleo, tal que

parar =0, Z*r) =2, pues el electron no es apantallado

y parar = oo, Z*r) = 1, pues el segundo electrén apantalla
una carga positiva del nucleo.

En el siguiente ejemplo presentamos una forma simple de obtener la forma
funcional completa de Z *(r). Si el lector quiere evitarlo, puede pasar a la figu-
ra 8.5, que muestra el resultado.

Ejemplo 8.7 Centre su atencién en una configuracion excitada del helio donde un
electron esté descrito por un orbital 1s y el otro por un orbital superior (2s, 2p, etc.).
Debido a ello, suponga que este ultimo no apantalla al electron 1s, y que entonces ¢, es
una funcion hidrogenoide con Z = 2.

Por otra parte, el segundo electrdn si es apantallado por el 1s.

a) Suponga que cuando el segundo electron se encuentra a una distancia r del
nucleo, siente el apantallamiento de toda la carga ls dentro de la esfera de
radio r, o,(r). Obtenga una Z*(r) para el segundo electrén calculando dicha
carga y restandola de Z = 2.

b) Represente el potencial efectivo de repulsiéon como

als(r)

ch(r) =

///I ’

Electrén 2 Figura 8.4 Al estar descrito el primer
electron por ¢, la carga nuclear efectiva
del electron 2 cuando se encuentre a una

¢4

distancia r del nicleo se estimara como
ZXr) = Z — a4(r), donde o, (r) es la
carga encerrada en la esfera de radio r.
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donde
o) =2 — ZXr)

y grafiquelo contra r.
¢) Grafique la suma del potencial nuclear —Z/r y del potencial repulsivo V (r)
contra r.
z | olr) Z*(r)

Vi) = — =+ — = =
r r r

representa el potencial total que afecta al segundo electron.

Solucion
a) La carga s contenida dentro de una esfera de radio r, o,,(r), resulta ser la
probabilidad acumulativa® 1s multiplicada por la carga e del electrén. Sin
embargo, como en unidades atémicas e = 1, al emplear la ecuacion (7-63),
tenemos

o (r)=1—e (1 + 2Zr + 2Z%?)
asi que, usando Z =2 y Z¥r) = Z — a,,(r),
ZHr =1+ e (1 4 4r + 8% (8-63)

En la figura 8.5 se ha graficado esta funcién.

Z*
'S
2
L5
! ¥ ' T T T 4

]
1.0 20 30 r (na)

Figura 8.5 Carga nuclear efectiva, dependiente de r, obtenida de la ecuacion (8-63) para
un electrén externo del helio en presencia de un electron 1s.

6 Se obtuvo en el capitulo 7 (Sec. 7.2.4) integrando la densidad de probabilidad dentro de una
esfera de radio r [Ec. (7-63)].
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b) Del enunciado

Val) = ( - zr = 72

r
por lo que

1
Val) = ~[1 = e™*(1 + 4r + 8r)]

La grafica se presenta en la figura 8.6.
c¢) En la figura 8.7 se presenta la grafica de — Z*(r)/r contra r.

Ver 10
9 <
8 4
71
6

: ~

r (ua)
0

T T T T T "
0.5 10 1.5 20 25 3

Figura 8.6 Potencial efectivo de repulsion entre la nube electronica 1s y otro electron, en
funcién de r, graficado de (8-64).

—10 4
Figura 8.7 Suma del potencial nuclear y del de repulsion efectiva de la figura 8.5. Este
potencial global efectivo se aproxima a —2/r cerca del nicleo (ausencia de apantalla-
miento) y a (2 — 1)/r a grandes distancias (apantallamiento total).
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En la figura 8.5 podemos ver como la atracciéon nuclear va siendo mengua-
da debido al apantallamiento de un electron 1s, conforme ¢l segundo electrén
se aleja del nucleo.

Un potencial efectivo de repulsion V. (r) (véase Fig. 8.6) puede obtenerse

tomando el potencial apantallado V(r) = — Z*(r)/r de la figura 8.7 y restando
el potencial de atracciéon nuclear —Z/r:
—Z*¥n+ Z
Veg() = ———— (8-64)

r

En Vi estd representado el campo eléctrico producido por la presencia de una
densidad de carga 1s, y puede emplearse en la ecuacion monoelectrénica (8-48);
es dectr, la funcion orbital que describiria al segundo electron habria de

obtenerse de
1 VA —Z¥r + Z
[—5 vi-Tg (*)J Gui = Enibs (8-65)

Como vemos, hemos saltado el primer obstaculo, pues ya contamos con un
potencial efectivo de repulsion. Bastaria resolver (8-65) para obtener las
diversas energias orbitales &, ;. Aunque ello no resulta imposible, ese problema
es inabordable aqui. No obstante, podemos echar mano de otra técnica comun
de la mecanica cuantica, llamada teoria de perturbaciones.

Si A° es el hamiltoniano de un sistema (llamado no perturbado) donde se conocen las
soluciones ¢° y &° de la ecuacién de Schroedinger,

A°¢° = £°° (8-66)
entonces, las soluciones del problema mas complejo
(H° + A = &9 (8-67)

pueden estimarse. H' se conoce como «perturbacion». En particular, la primera
aproximacién al eigenvalor & del sistema perturbado puede calcularse como

&~ 8%+ J¢°*FI'¢° av (8-68)

La ecuacién (8-68) indica que el efecto que tiene la presencia de la perturba-
cion H’ sobre el eigenvalor £° puede estimarse sumando el valor esperado de H’
calculado a partir de las funciones del sistema no perturbado.

Este método es aplicable en nuestro caso si hacemos la siguiente identifica-
cion entre (8-66) y (8-65):
. 1 VA
A= —-V? — —

2 r

y corresponde al hamiltoniano del hidrogeno, por lo que si conocemos las
soluciones del sistema no perturbado (8-66).
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&° corresponde entonces a la energia hidrogenoide

&0, = —7*2n? (8-69)

n

con la que el nucleo, de carga Z = 2, atrae al electron en el orbital ¢, ;.

Por otra parte,
. —Z*r)+ Z
o :< ") )

r

no es mas que el potencial efectivo de repulsion (8-64) entre el electrén 1s y
aquel en ¢, ,. Corresponde, en este caso, a la perturbacion, ¢ intenta ser un
refinador de nuestro modelo de atomo de helio, pues contiene simulada la
repulsion electronica que estd ausente en A°.

Las nuevas energias orbitales &, , de (8-65) pueden entonces estimarse

por (8-68), es decir,
Z — Z*
T I e e S 870)
r

La integral en (8-70) representa un valor esperado de la energia de perturba-
cién (repulsion electronica) calculado con funciones tipo hidrogeno. Desarro-
llando el paréntesis del integrando de (8-70) obtenemos

A Z
1 = En i — j 2’7( (r))d)r?,ldV_ j 3,7(“) d’?.,de (8-71)
r

r

El tercer término de (8-71) es el valor esperado de la atraccion nuclear en el
modelo hidrogenoide. Como se discutié en la seccion 7.2.5, es aplicable el
teorema virial (7-73); asi que (V) = 2&y ;. Concluimos entonces que, sustitu-
yendo el virial y el valor de &9, de (8-69), las energias orbitales en el helio
pueden aproximarse por

2 *
PR j 1602 [Z (r)]dv

2n? r

Debemos recordar que ¢, esta compuesta de partes radial y angular y que av
en coordenadas polares viene dada en (7-10). Como Z*(r)/r sélo depende de
la coordenada radial, puede realizarse la integracion angular, como se hizo
en (7-60), para obtener el resultado final:

Lo 5
Eni —| ) dr (8-72)

=53
2n 0 r

donde f, (r) es la funcién de distribucion radial hidrogenoide definida por
(7-58) cuando Z = 2.
Volviendo al asunto que origina esta seccion, (8-72) nos permite ahora
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estimar como se modifican las energias orbitales 2s y 2p en presencia de la
repulsion electronica. En estos casos, (8-72) adquiere la forma

PR J ) fZS(r)[Z*(r):l dr (8-73)
2 0 r

&1y I_ f ) fzp(r)[z*(r):' dr (8-74)
2 o r

En la figura 8.8 hemos graficado las distribuciones radiales 2s y 2p junto
con —Z*(r)/r de la figura 8.7. Asimismo, en la figura 8.9 presentamos las graficas
de los integrandos de (8-73) y (8-74) para ver cudl es mayor.
Resulta claro que el area bajo el integrando 2s es mayor que aquélla del 2p;
asi que
6 < &,, (8-75)

Lo interesante es notar que es decisiva la mayor penetraciéon del orbital 2s. Al
tomar mayores valores f,; que f, en la cercania del nucleo, donde Z*(r)/r es
enorme, el producto f,,[Z*(r)/r] domina fuertemente al correspondiente del
orbital 2p. Resulta entonces que el electrén 2s penetra mds en la zona donde la
atraccion nuclear no estd apantallada y experimenta, por tanto, una mayor
atraccion que se hace disminuir mds a su energia orbital. Por ello, la configura-
cion (1s)!(2s)" presenta menor energia total que la (1s)'(2p).

Este resultado puede generalizarse para cualquier orbital externo del helio:
para el mismo valor de n, al ser mds penetrantes los orbitales con menor valor
de I, su energia orbital es menor que la de aquellos con mayor valor de I.

Todo esto nos provee de una base fisica a la regla empirica de que mientras
menor valor de (n + l) tenga un orbital, menor es su energia.

0.5 I
Jen Jas

o : :\
o d =

—10

1.0 20 30 r (v.a.) 40
Figura 88 Grafica de las distribuciones radiales de los orbitales 25 y 2p del atomo de
helio y Z*/r.
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Figura 8.9 Producto de las distribuciones radiales 2s y 2p por el potencial apantallado
ZX(r)/r para el atomo de helio.

8.29 El espectro del helio

Hasta el momento, hemos concluido que el estado basal del helio corresponde
a la configuracion (1s)%, que llamaremos el «uno singulete ese»: 1!S. Acerca de
los estados excitados, podemos dar respuesta a la pregunta presentada

al final
de 1a seccién 8.2.5. A los términos correspondientes a la configuracion (1s)t(2s)*
los denominaremos 2'S y 23S y a aquellos de la (15)'(2p)* los llamaremos 2'p
y 2°P. De lo discutido en la seccion 8.2.7, los tripletes son mds estables que sus
correspondientes singuletes. Ademas, de lo obtenido en la seccion anterior, los
términos de la configuracién con un electrén en el orbital 2s son mads estables
que los correspondientes a la configuracion con electrén 2p. La conclusion es
que la degeneracion hidrogenoide se rompe como se indica en la figura 8.10.
Por supuesto, existen datos experimentales que apoyan este ordenamiento
de términos.

Por ejemplo, las energias de ionizacion del atomo del helio son:
en su estado basal: 1'S E.I. = 0.9037 hartrees
238 E.I = 0.1750 hartrees
2'S E.I. = 0.1458 hartrees
2%p E.I. = 0.1332 hartrees
2'p E.I. = 0.1238 hartrees

en estados excitados:
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Singuletes Tripletes 4+ Energia

avem §¥F T g
{2’5 —

(19)'(2s)!

(15 1's

Figura 8.10 Orden de energia de los primeros términos del helio.

Otra fuente experimental para corroborar este hecho es el espectro del
helio. Alli puede observarse que sélo se presentan transiciones si se cumplen las
siguientes reglas de seleccion:

AS =0 (no existen transiciones
entre tripletes y singuletes)
AL = +1
En la figura 8.11 se presentan algunas transiciones congruentes con estas

reglas.

Originalmente, se pensaba que existian dos tipos de atomos de helio, unos
permanentemente en triplete y otros en singulete. Hoy se sabe que el 23S es un
estado metaestable, que decae lentamente al 1'S; asi que el término transicion
prohibida es muy relativo. Estos decaimientos lentos de estados metaestables a
estables reciben el nombre de fosforescencia, mientras que las transiciones
rapidas a partir de estados excitados se conocen como fluorescencia.

PROBLEMA 8.15 La transicién 3°D — 2°P va acompafiada de una emision de radia-
cién de longitud de onda A = 5876 A.

a) (De qué color es esta radiacién?

b) (Qué separacion existe (en hartrees) entre estos términos?

Respuesta a) Amarillo. b) 0.0776 hartrees.

PROBLEMA 8.16 A partir de los siguientes datos para los niveles de energia del
parahelio, calcule el valor de la longitud de onda para las transiciones permitidas desde
n=4 3 2an=1.

1'S —198305cm™"' ; 3P —12102c¢m™!

2'S —32033cm™! ; 4!S —737lcm!

2P —27176 cm™' ; 4'D  —6864 cm~!

3'S —13446cm™! : 4'F —6858 cm!

3'D —12206em™! ; 4'P —6818 cm™!
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----- n =4 J
—~10 1
0004 31 3P 3'D \I:;\ _____ 3P 3°D
~71 33§
—20 000 - ;
21p
Ibk 23p
-300004 2's
23S
—40 000 -
/
|/
/
/
— 50 000 A /
)%
L /
= /
/
—100 000 /s
/&
/&
//1Q L
5 |
— 110000 - 7S G=1
/S
/L
/S
— 120000 A 45
/$
4&
L VA
= /
//
—190 000 1 /
U4
1'S
—200 000 o

Figura 8.11 Términos espectroscopicos del helio para configuraciones ( 1s)!(n))'. Solo se
muestran algunas de las transiciones posibles. Los singuletes se conocen como términos
del parahelio y los tripletes del ortohelio. Se muestran también las energias del hidro-
geno, para poder comparar.

Respuesta
P 4P > 11S: 1 =522A

3P 118: 4 =537A
2P 5 1'S: 1 =584 A

Al igual que en el hidrogeno, en el helio se presenta el acoplamiento espin-
orbital (véase Sec. 7.5.3). Los momentos angulares orbital [caracterizado por L
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NOTACION DE TERMIN
TERMINOS L s J CON INTERACCION L-?s
1S 0 0 0 1S,
p 1 0 1 p,
D 2 0 2 D,
3s 0 1 1 3S,
3p 1 1 2,1,0 3p,,P,, °P,
3p 2 1 3,2,1 D,,°D,,’D,

Tabla 8.1 Términos espectroscopicos del helio con interaccion espin orbital.

en (8-55)] y del espin [caracterizado por S en (8-17)] se acoplan para gene-
rar un momento angular total del atomo, cuyo nimero cuantico caracteristico
se denomina J. Los posibles valores de J, similarmente al hidrégeno [véase
Ec. (7-160)], son

| J=L+S,.,IL—5| | (8-76)

En la tabla 8.1 hemos calculado los posibles valores de J para los términos
del helio.

La degeneracion de cada término es el nimero de posibles valores de M, el
naimero cuantico de la componente en z del momento angular total. Dado
que M, toma los valores

M,=—J,—-J+1,..,] (8-77)

la degeneracién es 2J + 1. Por ejemplo, los términos *P,, *P, y P, consisten
en 5, 3 y 1 estados cuanticos.

De la misma forma que en el hidrogeno, la presencia de la interaccion
espin-orbita desdobla ligeramente los términos atomicos, como se esboza en la
figura 8.12.

3 =
M;_=—0 Py (U= 0)

. L=1,8=1

My
Ms

111000—1-1—14__ M,=1 0 -1
1 0 1 0-11 0 —1 ——— — — P, (J=1)

—

Sin interaccion L — S Con interaccion L — S

Figura 8.12 Desdoblamiento de los nueve términos del *P por la presencia de la interac-
cién espin-orbita. Sin considerar la interaccion, los estados cuanticos estan caracterizados
por la cuarteta de niimeros cuanticos (L, S, M., M,). Incorporando la interaccion, los
nuevos numeros cuanticos son (L, S, J, M,). En otros atomos no ocurre, siempre que
el término con la mayor J sea el mas estable.
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El desdoblamiento al que se hace referencia en la figura 8.12 es de poco
mas de un cm~!; asi que en esencia el espectro del helio no se afecta
considerablemente. Si acaso, las lineas del espectro muestran una estructura
fina. En atomos mas pesados la interaccion L-S llega a ser de mucho mayor
magnitud, pues depende de la cuarta potencia del nimero atomico [véa-

se Ec. (7-163)].

PROBLEMA 8.17 La transicion 23P — 2°S se presenta como tres lineas diferentes en el
espectro del helio. Corresponden a 9231.87, 9230.87 y 9230.79 cm™!. (Es congruente
esta informacion con la presentada en la figura 8.117

8.3 ATOMOS CON MAS DE DOS ELECTRONES

En vista de que los desarrollos mecénicos cuanticos validos para el helio son
aplicables en lo general a los demas atomos, en esta seccion seremos menos
formales todavia que en la anterior.

En la primera seccién generalizamos las conclusiones obtenidas para el
helio en cuanto al principio de antisimetria de Pauli. Alli mismo y en la
segunda seccion, antes de detenernos en especificar las configuraciones basales
de los elementos, presentamos el tema del momento angular atomico total y
las reglas del acoplamiento Russell-Saunders. Esta seccion también generaliza
los resultados alcanzados para el helio, pero sin entrar en la muy compleja
naturaleza de los espectros de estos dtomos mayores.

En la tercera seccion, a manera de recordatorio, se retoma el principio de
construccién abordado en el capitulo 4, para entrar a la cuarta seccion. En ésta
revisamos las formas mas simples del calculo de la energia total electronica,
pasando de la aproximacion de electrones independientes al método de
Hartree-Fock. Sobre éste se hacen una serie de aclaraciones que buscan evitar
frecuentes confusiones entre operadores, funciones y eigenvalores del atomo,
por un lado, y de los orbitales atomicos, por el otro. En la quinta seccion se
presentan algunos resultados de densidades radiales atomicas y se hace su
comparaciéon en varios atomos. Los metales de transicion y las energias
orbitales 3d y 4s se tratan aparte, en la sexta seccion. Finalmente, en la dltima
se comentan, brevemente, calculos mas alla del Hartree-Fock.

8.3.1 El principio de exclusion y las funciones de onda
para dtomos polielectronicos

El atomo de helio, en su estado basal, presenta la configuracion electronica
(15)%. En este caso, dentro de las aproximaciones discutidas a lo largo de la
seccion 8.2, la funcién de onda puede expresarse como el determinante (8-39).
Ambos electrones estin descritos por funciones orbitales ¢,, y diferentes
espines.
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En el litio, con tres electrones, podria ocurrirsenos que existiera una
configuracién (1s)°. En este supuesto caso, como no contamos mds que con dos
funciones de espin (y, y_), alguna de ellas debe repetirse en el determinante. Es
decir, por ejemplo, para la configuracion

corresponderia el determinante (sin normalizar)’

$1(Dx+(1)  612x+(2) ¢1.32+(3)
Y(1,2,3) = | o1()x-(1) &1,Dx-2) ¢1,3)x-() (8-78)
¢1(Dx+ (1) ¢1,2x+(2) ¢1.32+03)

Resulta ser que este determinante vale cero, pues su primera y tercera fila son
idénticas. Ello va a ocurrir cada vez que la funcién orbital (caracterizada por
n, I, m) y la funcion de espin (caracterizada por m,) coincidan para un par de
electrones.

En forma sintética, podemos escribir el determinante (8-78) como en el
problema 8.10, es decir,

¥(1,2,3) = |1sT1s{1sT| = 0

Una funcion de onda que vale cero para cualquier conjunto de coordenadas
{1,2,3} es inaceptable, pues indica que la densidad de probabilidad para la
posicion de los electrones es nula. Concluimos que no pueden construirse
Junciones de onda antisimétricas cuando un par de electrones estan descritos por el
mismo conjunto de cuatro niimeros cudnticos {n, 1, m, m;}. Este principio, derivado
del de antisimetria, es conocido como principio de exclusion de Pauli, al que ya
se hizo referencia en el capitulo 5, seccidn 5.1.3.

Intentar violar el principio de Pauli lleva a la situaciéon absurda del
determinante (8-78): a construir una supuesta funcién de onda que no es mas
que la funcion cero.

Asi, dos electrones para los que se escoja la misma descripcién orbital (n, 1
y m sean iguales), deben tener espines opuestos (my, = 1/2 y m, = —1/2). Los
cuatro numeros cudnticos n, I, m y mg deben ser diferentes para cada uno de los
electrones del atomo.

Por tanto, en el litio no tenemos otra salida que echar mano del orbital 2s
(u otro) y pensar en que su estado basal estd descrito por la configuracion
(15)*(2s)". Esta es una configuracion de capa abierta, pues el espin del electrén 2s

1 . .
7 El factor de normalizacién es ——, pues resultan seis los términos del desarrollo de un

NG

determinante 3 x 3.
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tiene dos maneras de escogerse, lo que hace posible la construccion de dos
funciones tipo determinante:
—+=2s

—Hr—ls

¥, = [1sT1s]2sT] (8-79)

+2s
%ls

¥, = |1s71s)2s]] (8-80)

Ejemplo 8.8
a) Desarrolle el determinante (3-79).
b) Agrupe términos del desarrollo en a) para demostrar que la funcion de onda
del litio puede escribirse como

¥,(1,2,3) = Yuell, 2)02,3)1+(3) —
= ¥hell, 3)¢,,(Dx+(2) +
+ P2, 3)¢2,(Dx+(1)

donde Wy es la funcion del estado basal del helio, el singulete 'S de (8-38).

¢) Sabiendo que Wy es una funcion propia de los momentos angulares orbitales y
del espin de dos electrones, con L = 0, M1 = 0, S = 0 y Mg =0, demuestre que
la funcién en b) corresponde a un *S.

Solucion
1570 1572 1s7(3)
a) ¥,(1,2,3)=| Is(1) 1sl2) 1sl3)
25T 2s12) 2s1(3)
= 1sT(D)1s}@)2s7(3) + 1s[(1)2sT@)1s1(3) +
+ 25T (D1sT@)1s1(3) — 1sL()1sT(2)2s7(3) —
— 15T(1)2sT@2)1s13) — 2sT(D1s]2)1s7(3)

b) Al separar las partes orbitales y de espin, el primero y cuarto términos pueden
escribirse

LMIRITMLR) — DTRI253)1G) = Frdl2.31253)13)
Con e! segundo y quinto términos se obtiene
~ 1s(Is@TMIE) — TEIDIZDTR) = —Pad1, 3252)1(2)
Finalmente, con el tercero y el sexto alcanzamos
1@1BTRLEG) — 11251 = Pud2, 32s)1(D)

con lo que se termina la demostracion.
¢) Para tres electrones, el operador L, toma la forma:

L,=L,+L,+L,
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Aplicandolo sobre la funcién en b) obtenemos

LYW, = (L., + L., + L )[Wue(1,22513) — Wuel(1,3)257(2) + Wue(2, 3)257(1)]
LY, =2sT3)(L,, + L.)¥uol.2) + Wre(l, 2)L.,[251(3)] —

- 2sTQ)(L,, + L, )¥nudl, 3) — Puell,3)L,,[257(2)] +

+ 2sT((L,, + L, )2, 3) + Pre2, 3L, [257(1)]

Los términos 1, 3 y 5 son cero, pues Wyli,j) es propia de L, + L,; con
valor propio M h y M, = 0. Por tanto, es el electrén 2s el que decide. En este
caso, por tratarse de un orbital s, L 2s(i) = 0, pues m, = 0 para [ = 0. Por lo
que los términos 2, 4 y 6 también son cero, y entonces M, = 0. Una demostra-
cion enteramente similar puede desarrollarse para el operador del espin §, =
=(8,, + S., + $.)), pero, en este caso, aunque los electrones 1s nuevamente no
contribuyen, los términos 2, 4 y 6 si sobreviven:

S.¥1 = Wud1,2)253)8,,[13)] —
= W1, 3)252)S..,[1(2)] +
+ Wre(2,3)25(1)S,,[T(1)]

y como
. 1
S.[16] = 2 1)
tenemos
A 1
S, = Eﬁ‘}’l
por lo que
1
MS = 5

Ya que M; = 0, inducimos que L = 0, y como Mg = 1/2, es logico que § = 1/2,
pues en este caso, Ms puede tomar cualquieradelosdos valores Mg = 1/2, —1/2.
El signo + corresponde a W; y el — a la funcién W¥,. Concluimos, por tanto,
que este par de funciones forman el término 28 del litio.

La moraleja del ejemplo 8.8 es que:

1) Las funciones tipo determinante de Slater siempre son propias de los
operadores L, y §,, con eigenvalores (siendo h = | en unidades atémicas):

M, =Y m, (8-81)
Mg=Ym, (8-82)

2) Los electrones que constituyen el core iuterior del atomo, que confor-
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man una configuraciéon de gas noble, no contribuyen al momento angular del
iatomo, pues para ellos

M, (core) =Y m;=0 y Mg(core) = Zm
i
Asi, basta sumar para los clectrones de las capas abiertas en las férmulas
(8-81) y (8-82).

3) Aunque el litio es una excepcion, no siempre los determinantes de
Slater son funciones propias de los operadores [? y §2. Para obtener funciones
que si lo sean, es frecuentemente necesario efectuar combinaciones lineales de
determinantes de Slater que posean los mismos valores de M; y Mg, obtenién-
dose asi funciones de onda con nimeros cudnticos L y S caracteristicos. Aqui
vamos a evitar este problema, y s6lo lo mencionamos para que el lector tome
precauciones.

Un caso especialmente simple se presenta para las configuraciones atomicas
de capa cerrada, donde cada orbital se tiene doblemente ocupado. Un ejemplo
es el del estado basal del helio, (1s)?, y otro mas en la configuracion (1s)*(2s)?
del berilio. En general, para una configuracion de capa cerrada en un atomo se
tienen 2N electrones, ocupando N orbitales espaciales. En este caso, la funcion
de onda tipo determinante de Slater adquiere la forma®:

(1) ¢,212)--¢,2N — TN — 1)¢,2N)T2N)
¢, ()M, 2N (Q2) - ¢:2N — DI2N — 1)¢,2N){(2N)
$ADTDG,12)--¢:2N ~ DTN — 1)$,2N)I2N)

1
$:(DI(1)A2)(2)---¢2N — DI2N — D¢,(2N)|(2N) (8-83)

J(2N)!

W(1,2,..,2N) =

DI (DPu2)TQ2)--px(2N — DTN — DP2N)T2N)
S (DPN2)U2) - du(2N — DIEN — 1)¢y2N){(2N)

PROBLEMA 8.18 Escriba la funcién de onda (8-83) para el berilio en la configuraciéon
(15)%(2s)* y verifique que corresponde a un 'S (o, de otra forma, que estd caracterizada
por los numeros cuanticos L=0, $ =0, M, =0 y Mg =0).

En una capa cerrada, como todo electron con espin hacia arriba esta
acompaiiado de su pareja con espin hacia abajo, tenemos que, por (8-82), Ms = 0.

Ademas, si en (8-83) las N funciones orbitales llenan subniveles completos,
como sucede para los gases nobles, encontramos de (8-81) que también M, = 0.
Por tanto, para el nedn (15)%(25)%(2p)®, argon (1s)%(25)%(2p)°(3s)*(3p)°, etc., se
tienen estados 'S, como en el estado basal del helio.

Para las configuraciones de capa abierta, el clasificar a las funciones-
determinante en términos espectroscopicos resulta algo mas omplicado, lo que
abordamos inmediatamente.

8 El factor (2N)! = 2N2N — 1)(2N — 2)---(3)(2)(1) es de normalizacién, pues (2N)! es el
numero de términos en los que se desarrolla el determinante.
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8.3.2 Términos espectroscopicos. Acoplamiento Russell-Saunders

Cada linea en el espectro de un dtomo corresponde a una transicion entre
estados cuanticos. Para la asignacion de las lineas, o interpretacién espectros-
copica, el problema clave a resolver era la naturaleza de esos estados inicial y
final. En 1925, Russell y Saunders hicieron una propuesta para resolver este
problema, la cual resulto perfectamente aplicable a atomos ligeros. En éstos, la
interaccién interelectronica es mucho mayor que la espin-orbital. Entonces,
puede plantearse un modelo de electrones independientes, con soluciones
conocidas (determinantes de Slater) e incluir, como siguiente paso, la interac-
cién interelectronica.

En la aproximacion de electrones independientes, cada electrén esta caracte-
rizado por una funcién orbital ¢, ,, y una del espin. Asi, para el electron
i-ésimo de un 4tomo tenemos una cuarteta de nimeros cuanticos: (n;, I, m;, my).

Una configuracion electrénica no es mas que el conjunto de parejas (n;, ;) de
todos los n electrones del atomo:

configuracion = {(n;,l;), donde i = 1,2,..., n}
Asi, por ejemplo, la configuracion (1s)(2s)*(2p)° del nedn puede escribirse como
(15)%(25)%(2p)° = {(1, 0)(1, 0)(2, 0)(2, 0)(2, 1)(2, 1)(2, 1)(2, )(2, )2, )}

Por otra parte, un microestado es el conjunto de las cuartetas (n;, l;, m;, m,) de
los n electrones del atomo:

microestado = {(n;, [;, m;, m,), donde i =1,2,...,n}
Para la configuracion dada del neon tenemos un unico microestado:

{(1,0,0,1/2),(1,0,0, —1/2),(2,0,0, 1/2),(2,0,0, —1/2),(2, 1, — 1, 1/2),
(2.1, =1, -1/2),{2,1,0,1/2),(2,1,0, —1/2),(2, 1,1, 1/2), (2, 1, 1, — 1/2)}

que puede representarse esquematicamente como

R R S
14,
—LLIS

En general, dada una configuracién electrdnica, existen varios nuicroestados
posibles, salvo en las capas llenas o cerradas, donde existe uno solo. Ello se
hizo evidente para el litio, en la seccion anterior. Ademds, como pudo
observarse en (8-79) vy (8-80), dado un microestado puede construirse una
funcion determinante que es propia del hamiltoniano modelo.
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En esta seccion daremos respuesta a las preguntas siguientes:

1) Dada una configuracién electrénica, ;cusntos microestados o funciones determi-
nantes pueden obtenerse?

2) ;Coémo pueden clasificarse estos microestados de acuerdo con los valores de sus
mimeros cudnticos M, y Mg?

3) ;Cuiles son los posibles valores de L y S congruentes con los de My Mg? O de
otra forma, jcusles son los términos espectroscopicos consistentes con la configu-
racion inicial?

4) En ausencia de interaccién interlectrénica, todos los términos y estados cudnticos
de una configuracion son degenerados. ;Cémo se desdoblan en presencia de dicha
interacci6n?

5) ;Coémo afecta a los términos el acoplamiento débil espin-orbital en los dtomos
ligeros?

6) (Y la presencia de un campo magnético externo?

Las respuestas se dan a continuacion, en el mismo orden:
1. Lo primero que debe aprenderse es que en una configuracion dada solo
son importantes para este efecto los electrones que no llenan totalmente las
subcapas atéomicas, es decir, los electrones en capas abiertas.

Ejemplo 8.9 Para las configuraciones atomicas siguientes, jcudles son los electrones en
capas abiertas?

a) (15%2s)'(2p)!

b) (15)%(25)(2p)*(3s)?

Solucion Todo subnivel atémico que contenga 2(21 + 1) electrones es una capa cerrada.
Asi,
a) (1s)? es la porcién cerrada de la configuracion y los electrones en (2s)'(2p)
los correspondientes a capas abiertas.
b) (15)%25)%3s)* es la parte cerrada de la configuracion y (2p)* es la porcion
abierta.

L son

La parte cerrada de una configuracion puede ignorarse en lo que resta de
esta seccion, pues sabemos que sdlo hay una forma de colocar dos electrones
en un subnivel s, seis en un subnivel p, diez en uno d o catorce en uno f. Ademas,
los electrones en una capa cerrada no contribuyen al momento angular del
atomo, pues forman un !S, con L=0y §=0.

Por tanto, quienes deciden el nimero posible de microestados o el momen-
to angular del atomo son los electrones de capas abiertas.

Ejemplo 8.10 ;Cuantos posibles microestados pueden construirse para una configura-
cién de capa abierta (25)'(2p)'?

Solucién Una configuracion sélo indica los valores de n y I de cuda electron. En este
€aso tenemos:

n=21,=0

n,=21=1

Electron 1

Electron 2
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Para conocer el numero de microestados posibles, debemos conocer los valores fac-
tibles de m y m, para cada electron. Por ejemplo, para el primero es forzoso que m; = 0,
pero m, puede valer +1/2 0 —1/2, o sea, que existen dos posibilidades. Para el segundo
electron, m; puede ser +1,0 0 —1 y m, = +1/2 0 —1/2 (un total de 3 x 2 = 6 po-
sibilidades).

En forma de diagrama, los posibles microestados para cada electrén se presentan en la

figura 8.13.
En resumen, dado que existen dos formas de colocar el electron 2s y seis para aquel 2p,
hay un total de 2 x 6 = 12 posibles microestados para la configuracion (2s)'(2p)*.

PROBLEMA 8.19 Diagrame esquemadticamente los 12 diferentes microestados de la
configuracion (2s)!(2p)t.
Respuesta  Uno de ellos es
m=0 m=1 m=0 m=—1
1 !
2s 2p
En general, cuando un subnivel de una [ dada estd ocupado por un solo

electron, existen

Q=220+1) (8-84)

microestados posibles, ya que son factibles 2/ + 1 diferentes valores de m y dos
para el numero cudntico de la componente en z del espin, m,.

Cuando se tengan, como en el ejemplo 8.10, dos 0 mds subniveles ocupados
con un electrén, el numero total de microestados debe calcularse multipli-
cando las correspondientes frecuencias (8-84). Es decir, para la configuiacion
(n 1) (n,ly)" tenemos

| ©=[20 + 101020, + 1] | (8-85)
microestados.
m=0 "m:l m=0 m=—1
T 2p
DY 4 2p
. s "
2s _l_ i 2p
2p
2p

(a) (b)
Figura 8.13 (a) Posibles microestados de la (25)'. (b) Posibles microestados para la
configuracion (2p)'.
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PROBLEMA 8.20 Calcule el nimero de microestados para las configuraciones abiertas:
a) (3s)'(3d)!
b) @N'Gp)!

Respuesta a) Q = [2(1)][2(5)] = 20

Cuando un subnivel abierto tipo p, d o f contiene dos o mas electrones, el
calculo combinatorio se complica un poco, debido al principio de exclusion.

Ejemplo 8.11 Diagrame los posibles microestados de una configuracion (np)?.
Existen 15 formas de escoger m y m, para los electrones sin que ambos pares sean
iguales, violando el principio de exclusion. Ellas se muestran en la figura 8.14.

Si el subnivel contiene dos electrones, el primero puede colocarse en
cualquiera de las (2! + 1) posibilidades para m y los dos del espin. Sin

o
@ _1L 20—

®

I~
® ©® ® O
FEFE R

®_1 4
® _1 .
O E

®
I._
-
|
®
|
|

Figura 8.14 Los 15 microestados posibles para una configuracion (np)*.
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embargo, el segundo no puede tener m y m, idénticos al anterior, asi que sélo
tiene 2(2/ + 1) — 1 posibilidades. Por tanto, multiplicando las posibilidades
para el primero y segundo electrones, tendriamos aparentemente [2(2/ + 1)]
[2(2! + 1) — 1] microestados. No obstante, como ambos electrones son indis-
tinguibles, tenemos una duplicacién innecesaria. Es decir, el microestado
con, digamos, my = 0, m;, = —1/2, m, = 1, m;, = 1/2 es indistinguible de aquél
conm; =1, my, =1/2, m, =0, m, = —1/2. Asi, para un par de electrones en
un subnivel dado tenemos que dividir el resultado anterior entre dos:

- [221 + DI[2QI + 1) — 1]
B 2

(8-86)

PROBLEMA 8.21 Indique el numero posible de microestados para las configuraciones:
a) (nd)?
b) (np)*(nd)'

Respuesta a) Q =45 b) Q = (15)(10) = 150

PROBLEMA 8.22 Demuestre que también son 15 los microestados posibles para una
configuracion (np)*.

El problema anterior ilustra un principio basico de combinatoria: existe el
mismo numero de posibilidades de colocar m objetos, en cualquiera de n
compartimientos (sin que se repitan dos objetos en el mismo lugar), que
colocar n — m objetos en los mismos n compartimientos. Para ejemplificar esto,
analicense los microestados (a) y (b) de la figura 8.15.

! 1 | S
@ &

Figura 8.15 El microestado en (a) es uno de los posibles para la configuracion (2p)>.
Colocando huecos vacios donde hay electrones en (a) y electrones donde en (a) hay
huecos, se genera el microestado (b) correspondiente a la configuracion (2p)*.

Se estara de acuerdo con que, en la configuracion (2p)*, el problema puede
visualizarse como las posibilidades de acomodar dos huecos vacios en seis
compartimentos, que son 15 diferentes, como ocurria con la configuracion (2p)2.

De igual forma, serdn iguales el nimero de microestados para las configu-
raciones d> y d” o las 3 y f°.

Cuando mas de dos electrones ocupan un subnivel, la formula (8-86) puede
generalizarse, resultando, para una configuracion (n, ),

[+ 1]
K220+ 1) — k!

(8-87)

Ejemplo 8.12 ;Cudl es el nimero de microestados para una configuracién (3d)*?
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Solucién  Aplicando (8-87) con k = 3 electrones y [ = 2,
10!
Q="
3410 — 3)!
Recordando que 10! = (10)(9)(8)(7!),
Q- (10)(9)(8)() _ (10)(9)(8) _
(3Hem €)[)0)

Existen, por tanto, 120 microestados para esta configuracion.

120

Ejemplo 8.13 Calcule el nimero de microestados de una configuracion (4 f)!2.

Solucion  Este nimero seria idéntico al correspondiente a la configuracion (4 £)'4~12 —
= (4f)?, debido al principio de equivalencia entre electrones y huecos. De cualquier
forma, la ecuacioén (8-87) puede emplearse con confianza:

141 (14)(13)

= = = 91 microestados
1212 2)(1)

2. Los valores de M; y Mg pueden obtenerse como la suma de aquellos de m
y m; para los electrones individuales, segin lo indican (8-81) y (8-82).

Con referencia a los 15 microestados para la configuracion (2p)? del ejem-
plo 8.11, estas sumas son, por ejemplo:

CONFIGURACION M, M,
® 1+1=2 12-1/2=0
® 1+0=1 12+1/2=1
® 1+0=1 12-1/2=0
® 1-1=0 12+12=1
® 1-1=0 12-1/2=0
® 1+0=1 12+ 12=0
® 1+0=1 —12-12= -1
® 1-1=0 —12+12=0
® 1-1=0 —12 -1)2 = -1
0+0=0 12-1/2=0
® 0-1=~—1 12+12=1
® 0-1=—1 12-1/2=0
® 0-1=—-1 —12+1/2=0
0-1=-1 —1)2-12=—1
® -1-1==2 12-1/2=0

Es conveniente clasificar estos 15 microestados en una matriz, de acuerdo
con sus valores de M, y Mg, como se tiene en la figura 8.16.

Ejemplo 8.14 Clasifique los 45 microestados de una configuracién (nd)2.

Solucién  Con el cuidado de no duplicar microestados y no olvidar alguno de ellos,
podemos arribar a la matriz de la figura 8.17.
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MLMS 1 0 -1
2 OH
T 1
lo++—BF3 F
Ok 1
0 t +1®— t t t
H
NP (©) - —
-1 | | ~® L _""1__1_

- ®——+

Figura 8.16 Clasificacion de los microestados (2p)?, segun ML y Ms.

PROBLEMA 823 Clasifique los 30 microestados de la configuracién (ns)'(np)>.

Antes de pasar a la siguiente respuesta, conviene recalcar que un micro-
estado representa una funciéon de onda tipo determinante. Por ejemplo, el
microestado numero 44 de la figura 8.17 estd descrito por

Waa = 13d_113d_,]] (8-88)
Cuando a esta funcion se aplican los operadores L, y §,, se obtiene
LW, = —31¥, osea M = -3
SW,e = —1h¥,,, o sea, Mg= —1

Resumiendo, los valores de M, y Ms que caracterizan a cada microestado no

son mas que los valores propios de L.y S, para la funcién determinante que
cada microestado representa.

3. En ciertos casos, las funciones determinantes de cada microestado son

también propias de [? y $2 Por ejemplo, para (8-88), sin demostrar el
resultado, éste es

I*Y,,
s?v,,

33 + Di*W,,, es decir, L=3
11 + DHh*¥,,, o sea, que S =1

Podemos concluir ¢l ejemplo indicando que el microestado 44 de la configura-
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Figura 8.17 Matriz de microestados de la configuracion (nd)>.
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cion (nd)? esta caracterizado por la cuarteta de numeros cudnticos de momento
angular total (L= 3, S =1, M, = 3, Mg = —1). Asi, forma parte de un triplete
F :°F. Este término, con L=3 y S = 1, contiene varios estados cudnticos,
pues M, puede tomar 7 = 2L + 1 diferentes valores

M,=-3-2,-10123

Mg=—1,0,1

El estado 44 corresponde a los valores subrayados de M, y Mg, pero es claro
que existen en total (2L + 1)(2S + 1) posibilidades (21 en el caso nuestro *F).
Asi, la degeneraciéon de un término cualquiera *5*!L es

Qasiyy = 2L+ 125 + 1) (8-89)

Hallar los valores de L y S para los estados cuanticos no es simple. Sin
embargo, existe un procedimiento sistematico para encontrar los términos
correspondientes a una configuraciéon dada, el que ejemplificaremos inmediata-
mente.

Ejemplo 8.15 Encuentre los términos espectroscopicos de la configuracion (np)? de la
figura 8.16.

Solucion El procedimiento se inicia reconociendo el microestado con mayor valor de M;.
Si existen varios, se escoge aquel con el maximo Ms.

En nuestro caso, el estado @ tiene M; =2 y Mg = 0. Como no existe otro estado
con M; =2, este valor debe provenir de un término D, donde L = 2. Ademas, el
nimero cuantico del espin total debe ser S =0, ya que Mg = 0. Concluimos que el
estado @ es parte de un 'D. Segin (8-89), la degeneracion de este término es

QID=5

Esto indica que existen cinco estados en este término, correspondientes a los siguientes
valores de M, y Mg:

M, Mg

2 0

1 0

L=2,8=0 0 0
-1 0

-2 0

El primero de ellos es el estado @. ;Y los otros cuatro? Sin importarnos exactamente
qué microestado o combinacién de microestados son aquellos del 'D procedemos a
cancelar, en la matriz de la figura 8.16, cinco estados con esos valores de M; y My
(véase Fig. 8.18).

Una vez cancelados los estados del primer término, procede otra vez la identifica-
cién del microestado con mayor valor de M,. En nuestro caso, los microestados @, @
y ® tienen M, = 1, pero escogemos el @ por tener Mg = 1. Estos valores maximos de
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Figura 8.18 El estado con los maximos valores de M1 y Ms determina el primer término,
con L =M. y § = Ms. Procede después cancelar los estados con valores de M. desde
—L hasta L y de Ms desde — S hasta S.

®|®|Q

M, y My indican que el estado @ es parte de un término con L= 1y S = 1, es decir,
un *P.

La degeneracion de este término, usando (8-89), resulta ser

Qp=03)3) =9

Procedemos, entonces, a cancelar nueve estados con valores de M, =1,0,—1 y de
Ms =1,0, -1,

Resta solo un estado, con M, = 0 y My = 0, que debe provenir de un 'S, con L=0
y § = 0. Ademas, como ya sabemos,

Qg = 1

Concluimos que los 15 microestados de la configuracién (np)* dan lugar a tres términos.

TERMINOS | DEGENERACION

'D 5
P 9
'S 1

Tabla 8.2 Términos correspondien-
tes a la configuracion (np)>.

Ejemplo 8.16 Obtenga los términos correspondientes a la configuracion (nd)? del
ejemplo 8.14.

Solucién  Siguiendo el mismo procedimiento del ejemplo anterior:
a) Dado el microestado @ de la figura 8.17, se tiene un término L=4y § =0, 0
sea, 'G, con degeneracion 9.
b) Cancelamos nueve microestados con M, =0y M, =4,3,2,..., —3, —4 (véanse
las cruces en el diagrama de la figura 8.19).
¢) El microestado restante con mayores M, y M, es el 2. Entonces tenemos un
segundo término con S =1 y L= 3, es decir, °F.
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: 2}
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Figura 8.19 Proceso de cancelacion de los términos 1G (cruces), °F (diagonales) y 'D
(recuadros) de la configuracion d?. Restan solo los microestados correspondientes a un *P

(los nimeros 12, 16, 18, 20, 24, 27, 29, 33, 35) y aquel de un 'S (nimero 25).

d)
e)
by
g9)

Cancelamos 21 microestados con M, = 1,0, -1y M, =3,2,1,0,—-1,-2, -3

(véanse las diagonales en la figura 8.19).

Tomando ahora el microestado 9, éste es parte de un término con L =2y

S =0, un 'D.

Tachamos ahora cinco estados con M, =0y M, =2,1,0, -1, -2, lo cual

hemos hecho rodeandolos de un cuadro en la figura 8.19.
Es claro que solo restan los estados correspondientes a un 3P y un !S.
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Resumiendo, la configuracion (nd)? contiene los términos:

TERMINOS | DEGENERACION
'G 9
3F 21
D 5
p 9
1S 1
Total 45

Tabla 8.3 Términos correspon-
dientes a la configuracion (nd)>.

PrROBLEMA 8.24 Especifique los términos correspondientes a una configuracion
(ns)*(np)>.
Respuesta ‘P, ?D, 2P, 2S.

En la tabla 8.4 resumimos los términos correspondientes a configuraciones
con uno o mas electrones en un subnivel dado.

CONFIGURACION TERMINOS
(ns)?; (np)°; (nd)*° 'S
(np)'; (np)’® ’p
(np)?; (np)* °P, 'D, 'S
(np)S 4S, ZD, ZP
(nd)'; (nd)’ ‘D
(nd)z;(nd)s 3F, 3P, IG, ID, 1S
(nd)®; (nd)’ *F, *P, 2H, ®G, °F, ’D(2), *P
(nd)*; (nd)® D, *H, 3G, 3F(2), °D, ®P(2), 1, 'G(2), 'F, 'D(Q), 'S(2)
(nd)’ S, “G, *F, *D, *P, 21, *H, 2G(2), ’F(2), *D(3), P, S

Tabla 84 Términos de Russell-Saunders para varias configuraciones de capa abierta y
cerrada. Entre paréntesis se especifica el nimero de veces que aparece un término dado.

PROBLEMA 825 ;A qué términos corresponden los siguientes microestados de la
configuracion (nd)*?

m= 2 1 -1 -2

a) 11 1!
b) T 1

c)
Respuesta a) I b) °S ¢) *G

T
l L1

— — — O

PROBLEMA 8.26 Escriba dos microestados correspondientes a cada uno de los siguien-
tes términos de la configuracion (nd)*:
a) °D b) *H c)
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Respuesta
m= 2 1 0 -1 -2 m=2 1 0 -1 -2

PROBLEMA 8.27(a) Escriba una funcion determinante para un estado perteneciente al de
la configuracién (nd)>.

Respuesta

¥ = |nd, nd, Tnd, |

4. Ya sabemos cuéles son, o como obtener, los términos para una configura-
cion electrénica dada. Dentro del modelo de electrones independientes, todos
tienen la misma energia, pues ésta solo depende del nimero cudntico n de
todos los electrones.

Cuando se permite que acttie la interaccion interelectrénica, la energia de los
diversos términos se modifica, rompiéndose la degeneracion. Este fendmeno
ocurre, por supuesto, en los atomos reales.

Como se mencioné para el helio, en la seccion 8.2.7, la mayor estabilidad la
adquieren los términos con degeneracion mas grande o multiplicidad del espin.
Fsta es la primera regla de Hund.

Por otra parte,

para los términos de una configuracién con la misma multiplicidad del espin, la
estabilidad aumenta para aquellos con la mayor L. Esto mismo sucede en el helio y
constituye la segunda regla de Hund.

Sin embargo, aunque general, esta regla no es infalible; hay excepciones. Es
decir, en la tabla 8.4 los términos estan ordenados de izquierda a derecha en
orden decreciente de estabilidad. En la figura 8.20 presentamos un diagrama
energético para los términos de la configuracion (np)*.

- s
> e
e
’ —_— 1
e D
// /’/
vd -
vd /’
e e
” -
rd -~
et
o e ——————— p
e ——
2 = e
(np) 257 e
- el
Electrones Con interaccién
independientes electrénica

Figura 8.20 Desdoblamiento energético de los términos correspondientes a la configu-
racién (np)>.
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PRrOBLEMA 8.27(b) Para algunos iones metdlicos, con la configuracion (nd)?> se ha
encontrado espectroscopicamente el siguiente orden de términos de menor a mayor
estabilidad:

'S,!'G,*,'D,°F

(Existe una violacion a las reglas de Hund?

Ejemplo 8.17 Para un atomo donde el acoplamiento Russell-Saunders sea valido se
tienen las siguientes reglas de seleccidon para las transiciones entre dos términos:

AS =0

8-90
AL=0, +1 -50)

Si éstas fueran todas las reglas, indique qué transiciones serian permitidas entre los
términos correspondientes a la configuracion:
8
a) (nd)
b) (nd)®

Solucion
a) Entre los dos posibles estados triplete de la tabla 8.4 tenemos AL = 2, al igual
que para los tres singuletes; asi que no existen transiciones permitidas.
b) Cumplen con (8-90) las siguientes transiciones:

2P - 2D (cualquiera de los dos que existen)
ID - 2D (entre los dos términos 2D)
2D (cualquiera de los dos) - *F
ZF - ZG
:G->H
Las transiciones inversas serian permitidas, pero corresponderian a absorciones y no
a emisiones.

§. Tanto en el hidrogeno, seccion 7.5.3, como en el helio, secciéon 8.2.9, hemos
analizado el efecto del acoplamiento espin-orbital. Cuando éste se incluye en el
hamiltoniano, existen nuevos desdoblamientos energéticos. Las nuevas funcio-
nes de onda dependen, entonces, de los cuatro niimeros cudnticos (L, S, J, M,)
en lugar de (L, S, M, M). Los posibles valores de J y M, numeros cudnticos
del momento angular total, fueron dados en (8-76) y (8-77), segun el acopla-
miento de Russell-Saunders:

J=L+S, L+S-1,.,[L-S§
M, =—-J,-J+1,..,J

J

Il

Ejemplo 8.18 Obtenga los posibles valores de J para un término 3P.
Solucién En este caso, L=1y S =1, asi que J toma valores entre 1 + 1 y |1 — 1]:
J=210
Asi, los términos espectroscopicos que se generan Son:
3P2 , 3P1 y 3P0
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Figura 821 Cuando la interacciéon magnetlca entre el mo-
| mento angular orbital, L, y el del espin, S, del atomo se in-
Mji ] """" cluyen en el hamiltoniano, ambos vectores dejan de ser «cons-
tantes de movimiento». Debido a ello, precesan alrededor de
su resultante, el vector de momento angular total, J. Las mag-
L nitudes |L| y |S | se conservan, pero sus componentes en Z cam-
bian con el tiempo. A su vez, el vector J precesa alrededor

3 de! eje Z, manteniéndose constante su proyeccion sobre éste.

~

PROBLEMA 8.28 Empleando el acoplamiento Russell-Saunders, obtenga los términos
en los que se desdobla un término *F al incluir la interaccién espin-orbital en el
hamiltoniano.

La degeneracién de un término con un valor dado de J es

Q=27+ 1

que corresponde al nimero de posibles valores de M,. Entonces, del ejem-
plo 8.18, los nueve estados correspondientes a un P se desdoblan segin se indica
en la tabla 8.5.

TERMINOS CON J DEGENERACION (2J + 1)

5
3p, 3
1
9

Total

Tabla 8.5 Términos con espin-6rbita para un *P y sus
degeneraciones.

Pero, jcudl de esos tres términos adquiere la menor energia? La respuesta la
dio primeramente Hund, y corresponde a su tercera regla empirica:

Tercera regla de Hund: Dada cierta configuraciéon y un término de ella, el des-
doblamiento espin-6rbita ocurrira de tal forma que:
— Los estados con la menor J serdn los de menor energia si la configuracién
contiene menos de la mitad de los electrones posibles en la subcapa incompleta.
—_ Los estados con la menor J serin los de mayor energia si la configuracién
tiene la mitad o mds de los electrones en su nivel abierto.

Para el caso de un °P, la regla estd ejemplificada en la figura 8.22.
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—_.—_.___3P2 __SPO

___._.SPl __...__31)l

— P, —— — — —p

@ (b

Figura 8.22 El orden (a) ocurrira si el *P proviene de una configuracién (2p)? y el (b) para
una (2p)*, pues la mitad de los electrones que puede tener la subcapa 2p es de 3.

6. Finalmente, en presencia de un campo magnético, tiene lugar un desdobla-
miento adicional. Ya revisamos, en la seccion 5.1.2, que todo momento angular
clasico genera un momento magnético (5-11), que interacciona con un campo
magnético, B, produciendo un cambio en la energia potencial (5-13) del atomo.
Posteriormente, esta interaccion se analizé cuanticamente para el hidroégeno en
la seccidon 7.5.4, llegandose a las ecuaciones (7-164) a (7-177). Esta ultima puede
adaptarse a atomos polielectronicos si en lugar de m; se emplea M, ; es decir, la
energia de interaccién con el campo seria

AE = pgg;M B (8-91)

Como AE depende de M,, cada estado cuantico de un término quedara
afectado por la interaccion. Asi, por ejemplo, los tres estados de un °P, se
desdoblaran como indica la figura 8.23.

’p, <] M;=0

Sin campo Con campo

Figura 8.23 Desdoblamiento de los estados del término 3P, en presencia de un campo
magnético externo.

Ejemplo 8.19 Presente un diagrama donde se muestren las energias de los estados
atémicos para una configuraciéon (2p)* en los modelos siguientes:

a) Electrones independientes.

b) Aiadiendo interaccion interelectronica.

¢) Afadiendo acoplamiento espin-Orbita.

d) Aifiadiendo un campo magnético.
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(a)
Electrones
independientes

ESTRUCTURA ATOMICA

Solucion Las respuestas a) y b) estan dadas en la figura 8.20; parte de la ¢), en la 8.22,
y de la d), en la 8.23. Haciendo lo que resta, que es simple, obtenemos la figura 8.24.

© (d)
Campo magnético
M,

Acoplamiento

b
Interaccion
interlectrénica espin-orbital
1
S So I 0
:" 1 estado 1 estado
‘: |
!
1}
13
H 2
',' 19)) 1[)2 I 1
i, « 0
{{ S estados 5 estados _1
1]
/ =
i
i
i
1
¥
i 2
'.' 3 1
A z 0
i .-~ Sestados -1
H 3 -~
) R a— -2
i /9 estados N
l"l" III \\
) / R
Hi J
il
Hi ,’I A 3
P r T | 0
i/ 1 estado I
4,
r
P 74
2p* ¥

15 estados

mino, dando lugar al efecto anormal de Zeeman. g, =1 +

Figura 8.24 Dependiendo del hamiltoniano que se emplee (modelo de 4tomo) resultan di-
ferentes descripciones de los estados, con nimeros cuanticos caracteristicos y energias
atomicas diferentes en cada uno. He aqui el ejemplo de un atomo con configuracion de

JU+ 1)+ S8+ 1)— LL+ 1)

200 + 1)

valencia (2p)?. En (d) la separacién de los niveles depende de ¢;, y varia de término a tér-

PROBLEMA 8.29 Realice el equivalente a la figura 8.24 para una configuracion de

valencia (2p)°.

Limitaciones.

es solo util para atomos ligeros, en los que la magnitud de la interaccion
interelectrénica domina sobre el acoplamiento espin-Orbita, y, por ello, el

El esquema de Russell y Saunders que hemos venido aplicando
término L-S puede tratarse como una pequefia perturbacion.

Conforme se avanza en la tabla periodica, aumentando con ello Z, el
supuesto anterior va perdiendo paulatinamente su validez. En atomos pesados
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sucede que la interaccion espin-orbital domina a la interelectronica. Entonces,
conviene hacer el tratamiento en el orden inverso: iniciar con el término L-$
(en cuyo caso aparecen numeros cudnticos de momento angular para cada
electron, j; y m;) e incluir posteriormente el interelectronico, acoplando los
momentos angulares totales de todos los electrones (acoplamiento j-j).

Debe quedar claro que tanto el acoplamiento Russell-Saunders como el j-j
son modelos atiles para discutir la estructura electronica de los 4tomos en
casos extremos. En la realidad siempre hay una situacion intermedia entre ambos.

8.3.3 De vuelta al principio de construccién

En todo lo que va de los capitulos correspondientes a mecanica cuantica no
hemos citado el principio de la construccidon progresiva, propuesto por Bohr,
tema de la secciéon 4.3. En sus trabajos de 1913 a 1923, Niels Bohr habia
llegado a la explicacién del ordenamiento periodico de los atomos. En la
seccion 4.3.1 analizamos como los espectros de los metales alcalinos dieron la
pauta para postular el principio de la construccion, que fue presentado en la
seccion 4.3.2 usando el modelo de Bohr-Sommerfield. Nos toca ahora conectar
el principio con la mecanica cudntica, la cual debe dar razones de su existencia.
Empleando [ en lugar de k, indica el

Principio de construccién progresiva

Para construir la configuracién del estado basal de un dtomo, viyanse llenando los
orbitales en orden creciente de la suma (n + /). Cuando (n + ) coincida para dos
orbitales, llénese antes el de menor n.

Figura 8.25(a) De arriba hacia
abajo crece el valor de (n + /). Los
orbitales en la misma fila tienen
idéntica suma (n + I), pero debe
llenarse primero el de menor n; o
sea, el que esta mas a la izquierda.
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z ATOMO CONFIGURACION ¥4 ATOMO CONFIGURACION
1 H 1s? 53 I Kr: 55%4d'°5p3
2 He 1s? 54 Xe Kr: 5s%4d'°5p®
3 Li He: 2s 55 Cs Xe: 6s!
4 Be He: 252 56 Ba Xe: 6s?
5 B He: 25s%2p 57 La Xe: 6s25d
6 C He: 2522p? 58 Ce Xe: (6524 £5d)
7 N He: 25s22p* 59 Pr Xe: (6524 3)
8 (o} He: 2s%2p* 60 Nd Xe: 6524 f*
9 F He: 25%2p® 61 Pm Xe: (6524 %)
10 Ne He: 252p° 62 Sm Xe: 65241
11 Na Ne: 3s! 63 Eu Xe: 65247
12 Mg Ne: 3s? 64 Gd Xe: 6s24f75d
13 Al Ne: 3s3p 65 Tb Xe: (6524 f°)
14 Si Ne: 3s23p? 66 Dy Xe: (6524 11°)
15 P Ne: 3s23p° 67 Ho Xe: (6524 1)
16 S Ne: 3s23p* 68 Er Xe: (6524 £1%)
17 Cl Ne: 3s23p° 69 Tm Xe: 652413
18 Ar Ne: 3s23p® 70 Yb Xe: 6524 14
19 K Ar: 4s 71 Lu Xe: 6524 £145d
20 Ca Ar: 45? 72 Hf Xe: 6574 f1454?
21 Sc Ar: 45%3d 73 Ta Xe: 6524 f1454°
22 Ti Ar: 452342 74 w Xe: 6524 f1454*
23 v Ar: 4s234° 15 Re Xe: 6524 f145d°
24 Cr Ar: 4s3d4° 76 Os Xe: 6524 f145d°
25 Mn Ar: 4s23d° 77 Ir Xe: 6524 £145d7
26 Fe Ar: 4s23d5 78 Pt Xe: 654 f1454°
27 Co Ar: 4s%3d7 79 Au Xe: 654 f145d'°
28 Ni Ar: 4s?3d° 80 Hg | Xe: 6524145410
29 Cu Ar: 4s3d'° 81 Tl Xe: 6524 f145d'%6p
30 Zn Ar: 452340 82 Pb Xe: 6524 f145d1%6p?
31 Ga Ar: 4s23d'%4p 83 Bi Xe: 6524 f!45d'°6p®
32 Ge Ar: 4s234'%4p? 84 Po Xe: 6524 f14541%6p*
33 As Ar: 45%3d'%4p? 85 At Xe: (6524 £145d'%6p%)
34 Se Ar: 4s23d"%4p* 86 Rn Xe: 624 1454'%6p5
35 Br Ar: 4s%3d'%4p? 87 Fr Rn: (7s')
36 Kr Ar: 45234'%4p° 88 Ra Rn: 7s?
37 Rb Kr: 55! 89 Ac Rn: 7s%6d
38 Sr Kr: 552 90 Th Rn: 7526d?
39 Y Kr: 5s%4d 91 Pa Rn: (7525 f26d)
40 Zr Kr: 5s244? 92 U Rn: 7s25f36d
41 Nb Kr: 5sdd? 93 Np Rn: (755 *6d)
42 Mo Kr: 5s4d* 94 Pu Rn: (7525 1°)
43 Te Kr: 5s254° 95 Am Rn: (7s35f7)
44 Ru Kr: Ssdd’ 96 Cm Rn: (7525 £ 76d)
45 Rh Kr: 5s54d® 97 Bk Rn: (7s25%)
46 Pd Kr: 44'° 98 Cf Rn: (753519
47 Ag Kr: 554d'° 99 Es Rn: (7s35f*Y)
48 Cd Kr: 55%4d'° 100 Fm Rn: (7s2511'3)
49 In Kr: 5524d'°5p 101 Md Rn: (7s35!'3)
50 Sn Kr: 55%4d'°5p? 102 No Rn: (7525114
51 Sb Kr: 55%4d'05p° 103 Lw | Ro:(7s25f'*6d)
52 Te Kr: 55%4d'%5p*

Tabla 8.6 Configuraciones basales de los atomos. Entre paréntesis se muestran
aquellas que ain no han sido confirmadas experimentalmente.
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La aplicacion de este principio empirico es simple a través de diagramas
nemotécnicos, como el de la figura 8.25(a), o el propuesto por el mexicano
J. Keller, de la figura 4.22, llamado «regla de la diagonal». Es necesario prevenir
al lector que, aunque el principio no falla para dtomos ligeros (hasta Z = 20),
el experimento ha demostrado que no es aplicable en unos 10 4tomos,
existiendo otros 20 donde no se tiene alin certeza de su configuraciéon basal.

En la tabla 8.6 presentamos las configuraciones basales verificadas experi-
mentalmente de los 103 elementos con simbolo quimico aceptado.

En la figura 8.25(b) se muestra una tabla peridédica donde los nimeros cuin-
ticos que aparecen corresponden al Gltimo electrén «afiadido» de acuerdo con
el principio de construccion.

ProBLEMA 8.30 Identifique en la tabla 8.6 los elementos para los que no es valido el
principio de construccién.

Pues bien, jcomo se conecta este principio de construccién con la mecdnica
cuantica? Tomemos un ejemplo: el berilio.
El principio de construccién indica que su configuracién basal es la

Be: (1s5)%(2s)?
Desde el punto de vista de la mecanica cuantica, esto significa que la funcién
determinante de Slater con la menor energia es
¥ig = [1sT1s]2sT2s(]
que corresponde a un !S.

La pregunta que se antoja es ;por qué es ésta la funcion de onda que
minimiza la energia y no cualquiera de otra configuracion? Desde luego, para
¢l berilio podemos construir una infinidad de determinantes a partir de otras
tantas configuraciones, entre otras las de la tabla 8.7.

Q
NUMERO DEPOSIBLES
CONFIGURACION FUNCIONES- TERMINOS
DETERMINANTE
Basal (15)%(2s)? 1 1S
(1s)*(2s)'(2p)! 12 P, P
15)2(2p)? 15 3’p, D, 'S
Excitadas (15)2p)
(15)2(3s)? 1 1S
(1s)%(2p)'(3s)! 12 ’p, 'p

Tabla 8.7 Algunas de las posibles configuraciones del berilio, su degeneracioén y términos
que generan de acuerdo con lo descrito en la seccién anterior.
Ejemplo 820 ;Cudl es el término basal del oxigeno (Z = 8)?

Soluciéon Antes que nada, se emplea el principio de construccién, aunque para no
fallar, es mas conveniente consultar la tabla 8.6.

O: (15%(25)*(2p)*



ATOMOS POLIELECTRONICOS 641

La «parte abierta» de la configuracidon es (2p)*; asi que, de la tabla 8.4, tendremos los
términos 3P, 'D, !S. De cuerdo con la primera regla de Hund, el *P es el mds estable.
Si se incluye el acoplamiento espin-Orbita, sera el P, el término del estado basal (véase
Fig. 8.22).

PrROBLEMA 831 Repita el ejemplo 8.20 para: a) titanio, y b) cobre.
Respuesta a) °F, b) %S,

Ejemplo 8.21 Sin consultar la tabla de términos 8.4, indique cudl es el del estado basal
del vanadio (Z = 23).

Solucion La capa abierta del vanadio es (3d)®. Para satisfacer la primera regla de Hund
(maxima multiplicidad del espin) y la segunda (maximo valor de L), construimos el
siguiente microestado, que sera sin duda uno del término basal (por ocupar los orbitales
con mayor m y el mismo m,):

u +F++——

m 2 1 0 -1 -2

Vemos que M, =3 y Mg = 3/2 para este microestado, por lo cual el término basal
debe ser uno con L =3y § = 3/2, o sea, un *F. Usando la tercera regla de Hund, por

tratarse de una subcapa menos que semillena, sera el *F;,, con el menor valor de J, o
sea, J = |L— S|

PROBLEMA 832 Repita el ejemplo 8.21 para: a) rutenio, y b) hierro.
Respuesta a) °F; b) °D,

Desde luego, el mejor criterio para conocer por qué el principio de Bohr es
valido en casi toda la tabla periodica consiste en calcular la energia electrénica
del atomo empleando diversas funciones de onda, hasta verificar que la que
reproduce la energia minima es consistente con los resultados experimentales.
En el helio, de hecho, hemos llegado a la conclusién tedrica de que es mas
estable la configuracion (1s)'(2s)' que la (15)!(2p)*! (véase Sec. 8.2.8), asi como la
validez de la primera regla de Hund (véase Sec. 8.2.7).

Toca ahora el turno a 4tomos con mas electrones, aunque esta vez seremos
aun menos rigurosos. El primer paso es, entonces, discutir como se calcula
dicha energia electrénica en estos casos.

8.3.4 La energia total electrénica

La explicacion tedrica sobre las configuraciones basales puede lograrse a través
de la mecénica cuantica. Sin embargo, como se ha visto para el &tomo de helio,
uno se tropieza con dificultades desde el inicio, con la imposibilidad de resolver
en forma cerrada la ecuacién de Schroedinger.

El operador hamiltoniano para un atomo donde sélo se consideren interac-
ciones electrostaticas es, en unidades atomicas,

A= Z hi+ Y L (8-92)

i=1 i>jrij
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donde

1 z
hi = —EV,-”Z - (8-93)

!

contiene a la energia cinética y la atracciéon nuclear para cada electron.
Las funciones-determinante del tipo (8-83) no son sino soluciones aproxi-
madas a
AY = E¥Y

En realidad, son soluciones a un modelo de atomo mas simple que el que
representa (8-92): el que aparece al reemplazar los términos de repulsion
electrénica por otras expresiones. A continuacion discutiremos estas aproxima-
ciones partiendo de las mas simples.

1) Electrones independientes i
En este caso, simplemente se ignora la repulsion ) — = 0.

..

=iy .,

Los electrones se mueven independientemente, sintiendo soélo la atraccion

de los Z protones en el nucleo. Al igual que para el helio, ecuacion (8-32), la
funcion de onda de este modelo resulta ser un producto de funciones mono-
electronicas

¥5q1,2,....,n) = H B, 1, mili) (8-94)

i=1

que se obtiene al resolver el problema hidrogenoide

ho;, = &, (8-95)
donde
ZZ
E = —— X
i 7 (8-96)

i

y la energia total es la suma de los eigenvalores para los orbitales ocupados

E=} ¢ (8-97)

Dentro de esta primera aproximacion, los eigenvalores &; dependen solo del
nimero cuantico principal. Asi, por ejemplo, las configuraciones (1s)*(2s)! y
(1s)*(2p)! para el litio tendrian la misma energia total, pero menor, por
ejemplo, que la correspondiente a (1s)*(3s)" o (1s)'(2s)®. La regla de construc-
¢ién indica que la primera configuracion citada es la del estado basal, pero en
este modelo no podemos discernir entre ella y la segunda.

PROBLEMA 8.33(a) Dentro de la aproximacién de electrones independientes, indique qué
configuraciones del boro resultarian degeneradas y cudl tendria la menor energia:

a) (1729)'2p)'3s)' b)) (19%2s)2p)* ) (1s°2p®  d) (1°2p)*Gp)
Respuesta  Serian degeneradas a) y d), asi como b) y ¢).
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2) Modelo de carga nuclear efectiva

J. C. Slater propuso, en 1930, representar la repulsion electronica con un
potencial de apantallamiento del tipo (8-47) mostrado para el helio. Debido a
que conforme se encuentran mas cerca del nucleo los electrones sienten un
menor apantallamiento, Slater propuso una diferente constante pantalla ¢ para
cada electron. Asi, el hamiltoniano modelo toma entonces la forma
n n
H=Z—%V?+ZM (8-98)

i=1 i=1 Fi
Z¥ =7 — g, (8-99)
corresponderia a la carga nuclear efectiva de cada electrédn.

Asimismo, Slater formuld una serie de reglas empiricas para determinacion
aproximada de ¢;, que enumeramos a continuacion:

Cilculo de la constante pantalla del i-ésimo electrén dada una configuracién:
a) Una vez escrita la configuracion electrénica de que se trate, reescribala con
el agrupamiento
(15)(252p)(353p)(3d)(4s4p)(4d) (4 f)(555p). ..

b) Identifique el grupo del electron i-ésimo y obtenga o, como la suma de
las siguientes contribuciones:
1-) 0.0 por cada electrén a la derecha.
2-) 0.35 por cada electrén adicional en el mismo grupo que se en-
cuentra el i-ésimo°.
3a-) Siies un electréon s o p, 0.85 por cada electrén en los grupos con
n=n; — 1, 1.00 por todos los electrones mas a la izquierda.
3b-) Siies un electréon d o f, 1.00 por cada electrén a la izquierda del
grupo i.

Ejemplo 8.22 Calcule la carga nuclear efectiva para un electron de valencia de todos
los elementos del segundo periodo de la tabla periddica.

Solucién En el segundo periodo de la tabla periodica se presentan ocho elementos: Li,
Be, B, C, N, O, F y Ne. El electr6n de valencia de todos ellos tiene el mismo nimero
cuantico principal n = 2. Sin embargo, Li y Be difieren porque ! = 0, mientras que en el
resto [ = 1. Para calcular Z* debemos seguir las reglas de Slater.

Elemento Configuracién Configuracion
electrénica de Slater
Li 1522s? (1s)*(2s2p)’
Be 1572s? (15)2(252p)
B 15%2s22p! (15)(252p)?
C 1s22522p? (15)2(2s2p)*
N 1522522p3 (15)2(252p)°
O 1s22s%2p* (15)2(252p)°
F 15225%2p° (15)%(2s2p)’
Ne 1572572p° (15)(2s2p)®

® Excepto para el orbital Is, en el que parece funcionar mejor 0.30.
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La ecuacion (8-99) nos indica como encontrar Z*, para lo cual debemos calcular o,.

3Li: Z* = 3 — g;, donde g, = 2(0.85) = 1.70
Z* =3 — 1.7 = 1.3 protones

“Be: Z* = 4 — g, donde g; = 1(0.35) + 2(0.85) = 2.05
Z* =4 — 205 = 1.95 protones

°B: Z* =5 — g;, donde o, = 2(0.35) + 2(0.85) = 2.40
Z* =5 — 240 = 2.60 protones

°C: Z* = 6 — g;, donde ag; = 3(0.35) + 2(0.85) = 2.75
Z* =6 — 275 = 3.25 protones

"N: Z* = 7 — g;, donde g, = 4(0.35) + 2(0.85) = 3.10
Z* =7 — 3.10 = 3.90 protones

80: Z* = 8 — g;, donde g; = 5(0.35) + 2(0.85) = 345
Z* = 8 — 345 = 4.55 protones

°F: Z* =9 — g;, donde g, = 6(0.35) + 2(0.85) = 3.80
Z* =9 — 3.80 = 5.20 protones

10Ne:  Z* = 10 — 4, donde o; = 7(0.35) + 2(0.85) = 4.15
Z* =10 — 4.15 = 5.85 protones

Podemos tabular todos los resultados:
Z*

1.3

1.95
2.6

3.25
3.90
4.55
5.20
10 5.85

Queda claro que conforme el numero atéomico (Z) aumenta, Z* también lo hace,
pero es bien cierto que la atraccion nuclear efectiva es menor que Z debido a la
presencia de los otros electrones. Haber analizado este caso tendrd importancia para el
siguiente capitulo, donde se estudiard la variacion de las propiedades periddicas en
funcion de Z*.

Elemento

O o0 AW N

Li
Be
B
C
N
O
F
Ne

PRrROBLEMA 8.33(b) Calcule la carga nuclear efectiva para un electréon de valencia de
los elementos de la primera familia de la tabla periodica.

Respuesta Li: 1.3, Na: 2.2, K: 2.2, Rb: 2.2, Cs: 22 y Fr: 22

Ejemplo 8.23 Compare la carga nuclear efectiva de un electréon 3d del hierro con
aquella de un electrén 4s del mismo elemento.

Solucion La configuracion electronica del hierro (Z = 26) es:

Configuracién Configuracién
Elemento electrénica de Slater

Fe 1522522p%3523p®4s23d°® (15)2(2s2p)3(353p)8(3d)°(4s4p)*




ATOMOS POLIELECTRONICOS 645

Para un electron 3d del hierro, o; se calcula utilizando las reglas 1, 2 y 3b de la siguiente
forma:

o, = 2(0.0) + 5(0.35) + 18(1.0) = 19.75

Z*¥ =7 — g, =26 — 19.75 = 6.25 protones
Si ahora calculamos Z* para un electrén 4s debemos utilizar las reglas 1, 2 y 3a:

o, = 1(0.35) + 14(0.85) + 10(1.0) = 22.25

Z* = Z — o, = 26 — 22.25 = 3.75 protones

De estos resultados es claro que, en promedio, los electrones en 3d estdn mas cerca
del nucleo (orbital mds localizado), mientras que los electrones en 4s estdn, en
promedio, mas alejados (orbital menos localizado).

PROBLEMA 8.34(a) Analice la variacién de Z* de los elementos de la primera serie
de transicion, para un electron en el orbital 4s y para un electron en el orbital 3d.

Slater, para establecer estas reglas, introdujo unas funciones orbitales mas
simples que las hidrogenoides, conocidas como orbitales tipo Slater'°. Estos no
tienen nodos y, ademas de contener la constante pantalla, tienen un nimero
cuantico efectivo n*, que Slater determiné segun la tabla 8.8.

n n*
1 1
2 2
3 3
4 3.6
5 4.0
6 4.2

Tabla 8.8 Valores del nimero
cuantico efectivo de Slater segun
el valor de n del electrén.

El calculo de la energia orbital, &;, se lleva a cabo en forma similar al de
electrones independientes, pero usando los pardmetros efectivos

z*?

2n*?

&5 = — (8-100)

10 13 forma analitica de un orbital tipo Slater es
Sui(r) = QO 122 P te Y
donde
zZ* Z—-o

— = es el exponente.
n* n*
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y para la'energia total electronica vuelve a usarse (8-97), es decir,

N

i=1

Ejemplo 8.24 Utilizando los valores de Z del ejemplo 8.22, calcule la energia orbital 2s
y 2p para los mismos elementos.

Elemento VA
Li 13
Be 195
B 2.6
C 3.25
N 39
O 4.55
F 5.20
Ne 5.85
Sélo debemos utilizar la ecuacion (8-100) para el célculo. Entonces:
, Z*2 (1.3)?
&y 2p(L1) = o = —2(2)2 = —0.2113 hartrees
&5, 5,(Be) (1957 0.4753 hart
3 e) = — = —0. artrees
2s5.2p 2(2)2
Y asi, similarmente, se obtiene
& 25.2,(B) = —0.845 hartrees &15,2,(0) = —2.58 hartrees
€1,.2p(C) = —1.3203 hartrees &,.2,(F) = —3.38 hartrees
&34.2p(N) = —1.901 hartrees & 55, 2p(Ne) = —4.277 hartrees

De este ejemplo es claro que la degeneracién 2s, 2p no se pierde. Es decir, utilizando
el modelo de orbitales tipo Slater la energia para cierto n; es igual para todos los
orbitales s y p con ese n;.

PROBLEMA 8.34(b)  Calcule la energia orbital ls y total para los elementos del ejem-
plo 8.22.

Respuesta
&, (hartrees) E o (hartrees)
Li: — 364 — 7491
Be: — 6.845 — 14.64
B: —11.045 — 24.625
C —16.245 — 37771
N: —22445 — 54.395
O —29.645 — 7477
F: —37.845 — 99.35
Ne: —47.045 —128.306

En la figura 8.26 se presentan las energias orbitales 1s, 2s y 2p para los
elementos del H al Ne, usando la aproximaciéon de Slater.
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Figura 8.26 E; seglin la aproximacion de carga nuclear efectiva de Slater, contra Z.

En 1963, cuando se conté con computadoras de alta velocidad, las constan-
tes pantalla de Slater pudieron obtenerse variacionalmente y no semiempirica-
mente. Esto supone sugerir que cada electron esta descrito por una funcion
orbital tipo Slater con cierto valor de Z¥/n;, sustituir estos orbitales en una
funcién determinante y encontrar el conjunto de Z} que conduce a minimizar
el valor esperado del hamiltoniano electrostatico correcto del atomo (8-92).
Este trabajo fue realizado por los italianos E. Clementi y D. L. Raimondi. Sus
resultados se muestran en la tabla 8.9. Puede notarse que Z¥ para electrones ns
o np resultan diferentes.

A diferencia de Slater, el niimero cuantico n; de cada electrén es entero y
no un numero cuantico efectivo. Una forma de estimar el valor de la energia
orbital seria similar a la de Slater, (8-100), es decir:

VA

ER = T (8-102)
2n;

3
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De igual forma, la energia total se aproximaria como una suma de las orbitales
para cada electron:

N
ER=7Y &* (8-103)
i=1
Ejemplo 825 Calcule la energia total del berilio utilizando la ecuacion (8-103).

Solucion Es necesario obtener los valores de Z¥ de la tabla 8.9 para todos los orbitales
del atomo de berilio. Es decir, Z¥, = 3.685 y Z%, = 1.912. Trabajamos entonces con la
ecuacion (8-102) para calcular las energias orbitales:

3.685)°

st = —( ) = —6.7896 hartrees
2(1)?
1.912)2

gsR = —( ) = —0.4569 hartrees
202

La energia total se obtiene mediante (8-103):
ECR = 2(—6.7896) + 2(—0.4569) = — 14.493 hartrees

Hay que insistir en que los datos de carga nuclear efectiva de la tabla de
Clementi y Raimondi se refieren a exponentes de orbitales tipo Slater obteni-
dos variacionalmente. Como tales, sOlo representan el apantallamiento prome-
dio que siente cada electron y no su variacion respecto a la distancia al nucleo,
efecto que se presentd para el helio en la figura 8.5.

La degeneracion s-p se rompe en este esquema. Ahora bien, Z%; > Z%, para
los atomos ligeros, lo que es congruente con el principio de construccién. Sin
embargo, para atomos mas pesados esta relacion se invierte.

El modelo de carga nuclear efectiva fija para cada electron es ampliamente
usado por los quimicos. No obstante, para alcanzar mejores resultados en la
descripcion electronica de los 4tomos es necesario emplear un método mecani-
co cuantico mas refinado, donde, de alguna forma, esté representado un
apantallamiento dependiente de la distancia al nucleo.

3) Método de campo autoconsistente de Hartree-Fock

El método de campo autoconsistente, originado por Hartree en 1927, fue
mejorado por Fock en 1930. Este es, sin duda, el método 6ptimo dentro de la
aproximacién orbital. La idea central consiste en considerar una funcion de
onda de tipo determinante de Slater, como la (8-83), y buscar el conjunto de
orbitales {¢;} que minimice el valor esperado del hamiltoniano electrénico del
atomo (8-92), como lo plantea el método variacional de la ecuacion (8-42).

Resulta ser que la condicion que deben satisfacer los orbitales ¢; es la
solucion de la llamada ecuacion de Hartree-Fock:

i=1,2..,n ; Fo¢, = & (8-104)

En esta ecuacion monoelectrénica, el operador de Fock, &, contiene términos
de energia cinética y atraccion nuclear, ademds de dos términos electrostaticos.
Uno es de repulsion coulémbica entre electrones y otro de intercambio, que ya
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mencionamos para el helio en la seccion 827, y surge al considerar una
funcion de onda total consistente con el principio de Pauli. Para una configu-
racion de capa cerrada, el operador de Fock es

1

= -V - —+ y 2J¢, vd)(Z)de -
j=1

N

Z f¢;“(2 Pb,2)dV, (8-105)

El operador P intercambla los subindices i y j de todo lo que estd a su
derecha, por lo que ese término se conoce como de intercambio. Podemos
reescribir el operador de Fock como

L1, Z

Lo tnico que deseamos enfatizar es que el potencial efectivo coulémbico y de
intercambio contiene las distribuciones de carga de los n — 1 electrones
restantes, lo cual complica enormemente la solucion de (8-104), pues es
necesario conocer las funciones orbitales ¢; de los otros electrones para
obtener ¢, De igual forma, es necesario conocer ¢; para obtener cualquiera
de las ¢, La salida a este circulo la sugirid Hartree. El proceso es iterativo:

a) Se selecciona un primer conjunto aproximado de funciones orbitales
aproximados: ¢\", j=1,2,.

b) Se calcula el efecto que sobre un electron, digamos el i, tienen los
demas electrones. Para ello, se sustituyen los ¢{" en (8-105) y se
resuelve (8-104). Con ello se mejora la descripcion del orbital i, que se
transforma en ¢{. Esto se repite para cada orbital i = 1,2,...,N.

El nuevo conjunto de orbitales es «mejor» que ¢l anterior, y el paso b) se
repite (empleando este conjunto mejorado) cuantas veces sea necesario hasta
que los orbitales de entrada y salida sean idénticos. En ese punto, se dice que
contamos con un conjunto autoconsistente de orbitales, que resuelven las
ecuaciones de Hartree-Fock (8-104), obteniéndose, asimismo, las energias
orbitales &.

Como es obvio, este proceso iterativo constituye una tarea monstruosa a
realizar conforme crece el numero de electrones en el sistema. En la década de
los afios de 1930, Hartree y su padre realizaron multitud de calculos, que les
consumieron muchos afios. Hoy, esa labor puede hacerse, sin tanta posibilidad
de error, con el empleo de un computador.

Slater pudo admirar (e intervino) en el desarrollo de la mecdnica cudntica
empleando el computador, y opind, en 1972,

«La solucién de la ecuacion de Schroedinger ha avanzado afortunadamente lo
suficiente, a través del uso de la computadora digital, que puede ser considera-
da, para la mayoria de los propdsitos, como una técnica estandarizada.»
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Desgraciadamente, sobre los métodos de campo autoconsistente no pueden
plantearse ejemplos ni resolverse problemas en este texto. Ello sdlo es factible a
través de complejos programas de célculo. Sin embargo, si podemos presentar
al lector algunos resultados notables de esos calculos y algin otro aspecto
complementario de la teoria.

Hay que recordar que las funciones orbitales son utiles para construir la
funcion de onda del atomo empleando (8-83).

Aunque las ecuaciones de Fock son parecidas a la ecuacion de Schroedinger
monoelectrénica, es importante no confundir al operador de Fock, %, con el del
verdadero hamiltoniane multielectrénico, A; a las funciones orbitales {¢;} con la funcion
de onda del atomo, ‘¥, y a las energias orbitales &; con la energia total (E).

Lo contrario lleva a equivocaciones interpretativas muy peligrosas. Vale la
pena, entonces, insistir en estas diferencias.

Las distribuciones de probabilidad ¢*¢; representadas por los orbitales
autoconsistentes guardan cierto parecido a las funciones de onda del hidroge-
no, pero sus disparidades son significativas:

— Las funciones del hidrégeno son verdaderos estados cudnticos, pues provie-
nen de resolver una ecuacion de Schroedinger para un sistema aislado.
En tanto, los orbitales autoconsistentes no son funciones de onda, pues no
son solucion de la ecuacién de Schroedinger, sino de la de Hartree-
Fock. Ademas, describen a un solo electrén bajo la influencia promedio
de los demds y del nucleo, lo que no constituye un sistema aislado. Fl
atomo completo si posee una funciéon de onda, ¥, pero no los electrones
individuales de él.

— A pesar de que los orbitales de Hartree-Fock se acostumbran identificar
con «numeros cudnticos» n y I, no se refieren a ninguna variable
dindmica cuantizada, como en el hidrogeno, por lo que deben considerar-
se como simples etiquetas convenientes. Las cantidades cuantizadas riguro-
samente serian, en todo caso, el momento angular total del atomo y su
componente en z, para los cuales aparecen los verdaderos nimeros
cudnticos J y M, pues no hay cuantizacién de los momentos angulares
individuales de los electrones.

— Los eigenvalores del hidrogeno corresponden a energias atémicas donde
hay degeneracién para estados con igual n y diferente I. Mientras, un
eigenvalor orbital de Hartree-Fock no corresponde a un estado energético,
pues no es producto de resolver la ecuacion de Schroedinger. Ademas, la
degeneracion en ! se rompe, adquiriendo mayor eigenvalor el orbital con
la mayor [. Por ejemplo, &4 < &4, < €44 < &4, para n = 4.

— EI valor esperado de la energia total

CEY = j‘I’*FI‘P dv (8-107)
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en el método de campo autoconsistente no es simplemente la suma de
eigenvalores orbitales, como en (8-97) y (8-101), sino que adquiere la for-
ma siguiente para una configuracién de capa cerrada:

2N
CEy=) & -G (8-108)

i=1

donde G, que representa la energia de repulsion, estd dada por
N
G=)@2J;- Ky (8-109)
i

Las cantidades J;; y K,; son integrales coulombicas y de intercambio,
como las presentadas para el helio en (8-59) y (8-60).

— De acuerdo con una aproximacion descubierta por Koopmans, el
eigenvalor orbital de Hartree-Fock puede interpretarse como el negativo de
la energia de ionizacion del electrén descrito por ese orbital:

I, = —&; (Koopmans) (8-110)

Esta es toda la informacion que puede extraerse del eigenvalor
orbital. Pretender que los eigenvalores indiquen el orden de energia en el
que deben ser ocupados los orbitales siguiendo el principio de construccion
es un gran error, como certificaremos mas adelante.

En la figura 827 presentamos los calculos empiricos de Slater, de 1955,
para las energias orbitales 1s a 5s de los 4tomos del hidrégeno al bromo. Para
ello, Slater aprovechd la aproximacion de Koopmans (8-110) y datos experi-
mentales de I,. Calculos modernos han demostrado todas las tendencias de la
figura.

Alli puede observarse la ruptura de la degeneracion en [, y otro hecho
notable es que el eigenvalor orbital 4s esta siempre por encima del 3d, por lo
que insistimos en que las energias orbitales no marcan la pauta del principio
de construccion. Este asunto 3d-4s hay que analizarlo desde la energia total
(8-108), lo que tocaremos mas adelante.

Para finalizar esta seccion, presentamos la tabla 8.10, donde se muestran
energias experimentales y tedricas para algunos términos de nitrégeno y
oxigeno.

Debemos sefialar que, en calculos de campo autoconsistente, pueden
obtenerse las energias de cada término. Los métodos mas simples reportados
previamente sélo permiten obtener valores de energia total para una configura-
cion dada. Por ejemplo, en el problema 8.34 se obtuvieron —54.395 y —74.770
hartrees para estos dtomos, usando las cargas nucleares efectivas de Slater.
Estos datos son sélo comparables con los promedios (de la Tabla 8.10) para los
tres términos mostrados. En pocas palabras, en el método de Hartree-Fock se
rompe la degeneracion de los términos correspondientes a una configuracion
dada.
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Figura 8.27 Energias orbitales para los 4tomos, estimadas por Slater en 1955 a partir de
resultados experimentales.

N: (15)(25)*2p)? 0: (15%(25)2p)*
4§ 546136 P —75.1124
(— 54.4009) (—74.8094)
2D 545260 D —75.0405
(- 54.2962) (—74.7292)
p 544822 1S —749588
(—54.2281) (—74.6110)

Tabla 8.10 Energias totales de los atomos
de N y O en sus configuraciones basales, en
hartrees. Se presentan tanto los datos experi-
mentales espectroscopicos, como los de un
calculo Hartree-Fock, entre paréntesis. ( Toma-
da de M. Mizushima, Quantum Mechanics of
Atomic Spectra and Atomic Structure, Benja-
min, Nueva York, 1970.)
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8.3.5 Las funciones orbitales y la densidad electrénica

En esta seccion presentaremos los resultados que se obtienen mediante un
método autoconsistente. Hay que aclarar que no son exactamente los de
Hartree-Fock, sino que hemos empleado un método un poco mas simple,
donde el ultimo término del operador de Fock (8-105) se reemplaza por un
promedio estadistico del intercambio. Las funciones orbitales aproximadas que
resultan son, sin embargo, muy similares a las de Hartree-Fock.

En general, se acostumbra hacer una aproximacion en el potencial efectivo
que experimenta cada electron: se considera dependiente solo de la distancia al
nucleo, r. En ese caso, las funciones orbitales adquieren la misma estructura
que las del hidrégeno. O sea, consisten en una parte radial R, ,(r) y una
angular, que es precisamente un armonico esférico Y, (0, ¢). Es decir,

&i(r, 0, ) = R, (1Y, (6, $), donde i = {n I m}

quedando por determinar las funciones radiales, las que se obtienen del

procedimiento autoconsistente.
Por tanto, cuando se aplica dicha aproximacion, es licito hablar de

orbitales 1s, 2s, etc., aunque debe recalcarse que se trata, de cualquier manera,

de una aproximacion.
Para verificar la similitud con las funciones radiales hidrogenoides, se

presentan, por ejemplo, en la figura 8.28, las funciones de distribuciéon radial
Jar) = r*RE (1)

para los orbitales 1s, 25 y 2p del litio en su estado basal (1s)*(2s)".

It
3
l I"“‘\
v
/ /1Y
2 1s ." ||‘
IS
y 11
\ 1A W
IWABEY
/ AN
i fy | A
: y L
J/ 1 \
1
4 2 /\ D
O e il O |/ S
/ L1 P AT \ Y

0.01 0.1 1 10 r(ua)

Figura 8.28 Funciones de distribucién radial 1s, 25 y 2p del litio. Las abcisas se tienen en
escala logaritmica, por eso resulta que el area bajo la 1s (que sale de la escala) es mayor

que para los otros dos.
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Es facil observar que la funcion 2s penetra mas eficientemente que la 2p en
la zona de mayor probabilidad para los electrones 1s. Ello conduce, como se
discuti6 para el helio, a que la configuracion (1s)*(2s)' tenga menor energia que
la (15)2(2p)'.

La densidad electrénica para un sistema con N electrones se define como N
veces la densidad de probabilidad de encontrar algin electrén en el punto
(r, 8, ¢) de coordenadas, independientemente de la posicién de los restantes
n — 1 electrones. Esta funcion, p(r, 6, ¢), da una idea de la distribucién electroni-
ca en el atomo. Dentro de la aproximacion orbital, cuando se emplea un
determinante de Slater como funcién de onda, resulta ser que la densidad
electronica ne es mas que la suma de los cuadrados de los orbitales ocupados:

N
pir,0,8) = ¥ nipf (8-111)
i=1
donde n; es el nimero de electrones que ocupan el orbital i.

Similarmente, la densidad radial electrénica p(r) representa N veces la
probabilidad de encontrar algiin electrén a una distancia r del nucleo, indepen-
dientemente de los angulos 6 y ¢, asi como de la posicion de los restantes
n — 1 electrones. p(r) se obtiene integrando la densidad electrénica respecto a los
angulos, y toma, por tanto, la forma simple

N

p(r) = Y nif, i) (8-112)

i=1

Para el litio, se muestra la densidad radial en la figura 8.29.

p(r)
\
| | 1A
il Wi
/ \/
02 /
" \
| N
001 0.1 1 10 r(ua)

Figura 829 Densidad electronica radial para la configuracion (15)2(2s)! del litio, p(r) =

= 2fl s(r) + ./Zs(r)
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Las zonas del core y valencia son facilmente observables en la figura. El
primer maximo corresponde, esencialmente, a la distribucion de los electrones 1s
del core, muy cercanos al nicleo (de 0.1 a 1 unidad atomica). El segundo
muestra fundamentalmente al electrdon 2s, que se distribuye entre 1.5 y 10
unidades atémicas.

La estructura electrénica de los atomos polielectronicos queda razonable-
mente representada por su densidad electronica radial. Esta se muestra para la
configuraciéon basal del potasio y calcio en la figura 8.30.

Con el aumento de la carga nuclear, Z =19 y 20 para K y Ca, los
electrones 1s del core estan ahora distribuidos a menor distancia del nucleo
que en el caso del litio.

Esta «contraccion» de los orbitales conforme aumenta el nimero atomico
es claramente mostrada en las figuras 8.31 y 8.32.

El orbital 3s es el ultimo ocupado en el sodio (Z = 11); por eso aparece
distribuido en la zona de valencia, por encima de 2 unidades atomicas. En el
fosforo, con Z = 15, ha penetrado un poco hacia el nucleo. Finalmente, en Ky
Ca se encuentra en la zona del core. Algo similar puede observarse para el
orbital 3p, no ocupado en Na, lltimo ocupado en Py orbital de core para el
K y Ca. De la comparacion entre ambas figuras es claro que el 3s es algo mas
penetrante que el 3p, por lo que su eigenvalor orbital resulta menor.

8.3.6 Los metales de tranmsicion

Es en los metales de transicion de la primera seric donde ocurren las primeras
violaciones al principio de construcciéon. Por esta razon vale la pena dedicar
esta seccién al analisis de los orbitales 3d y 4s, buscando la causa por la que el

or)
7\
N A
20 Ca /] | N ;1\
/ l' K —\! / ,‘ \
a i\ 7
A N, /
15 /!
\ |
v
10 f ;
4 A,
5 ,I ¥ \
4 \\
il =
0.001 0.01 0.1 1 10 r(ua)

Figura 8.30 Densidades radiales para K y Ca. Pueden observarse claramente las capas
electrénicas con n =1, 2 y 3. La zona por encima de 3.0 va. corresponde a los elec-
trones de valencia, 4s (uno para el K y dos para el Ca).
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Figura 8.31 Funcion de distribucion radial 3s para el sodio, foésforo, potasio y calcio en
sus configuraciones basales.
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Figura 8.32 Funcién de distribucion radial 3p. Este es un orbital vacio para el sodio
en el estado basal.

ultimo debe ocuparse antes que el primero, no obstante que el eigenvalor
orbital 4s estd siempre arriba del 3d (véase Fig. 8.27).

Para empezar, el efecto de contraccion del core conforme aumenta Z se
muestra en las figuras 8.33 y 8.34.
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Figura 8.33 Funciones de distribucion radial 3s para escandio (Z = 21), vanadio (Z = 23),
hierro (Z = 26) y cinc (Z = 30).

Las funciones radiales R, (r) y Ra4(r) para el escandio pueden consultarse
en la figura 8.35. Asimismo, las funciones de distribucion radial 3d y 4s para
varios metales se presentan en la figura 8.36. Las conclusiones que pueden

obtenerse son:

— Fl orbital 3d, aunque no es tan penetrante (en la zona mas cercana al
nucleo) como el 4s, presenta una distribucién mas cargada hacia distan-
cias cortas del nicleo. Para el Zn podria decirse que es un orbital de
core.

— EI orbital 4s es, definitivamente, el de valencia, pues los maximos de la
funcién de distribucion siempre estan por encima de 2 unidades atémi-
cas. Las propiedades quimicas de estos elementos deprnderdn, por tanto,
de este orbital, y no del 3d, aunque este ultimo es el que va siendo
llenado con electrones a lo largo de la serie.

Las cuatro funciones se presentan juntas, para el escandio, en la

figura 8.37.
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Figura 834 Funciones de distribucion radial 3p.

Hemos visto que &, es mayor que &;,. ;Cémo se explica entonces que el 4s deba
llenarse primero para obtener las configuraciones electrénicas que estan de acuerdo

con la periodicidad de los elementos?

La respuesta debemos buscarla, por tanto, no en las energias orbitales, sino
en la expresion para la energia total del atomo (8-108), que ademads de contener
la suma de los eigenvalores orbitales, incluye a la cnergia de repulsion G:

<E>HF = Z & — G.
Uno p;lede pensar en las configuraciones siguientes para el potasio, con
Z =19:
configuraciéon s: [Ar](4s)!
configuracién d: [Ar](3d)"!

Como &, > &;,, la suma ) &, es mayor para la configuracion s, pues

i

(26)15 + 26()25 + + 6é03p) + £4s >(2(g)ls + 2£2s + + 657317) + éa3d
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siempre que las energias orbitales del core sean las mismas para ambas
configuraciones. Pero jqué sucede con la repulsion G?

Puede verse, de la figura 8.35, que el orbital 4s tiene una funcién radial
mucho mas penetrante que la 3d. Debido a ello, la repulsion entre los
electrones del core de argén y el electrén 4s resulta ser mucho mayor que
aquella entre los mismos electrones de core y el 3d. En conclusion, se espera
que G, > G,.

Rn, l(r)

\
1
\ / N\ « 3d
—\ / TN \\
0 T / ™ S U
/
N
-1
0.01 0.1 1 10 r(ua)

Figura 8.35 Funciones radiales R, ,(r) para el escandio. Es notable, como en los orbitales
hidrogenoides, el caracter mas penetrante del orbital 4s frente al 3d. El cuadrado de estas
funciones representa la densidad de probabilidad de existencia del electron descrito por
cada orbital.

Vemos, por tanto, que la decision no es facil de tomar o, mas bien, que no
puede ser tomada con argumentos puramente cualitativos. Por una parte, la
configuracién d tiene menos suma Y &;, pero también un menor término G,

13
para ser restado, mientras que para la configuracion s, aunque Y. &; resulta
i

mayor, existe un mayor término de repulsion G,.
Solo al realizar un cdlculo Hartree-Fock puede evaluarse cudl de las dos
configuraciones tiene menor energia, y ésta resulta ser la s, debido a que G,
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Figura 8.36(2) Funciones de distribucién radial 3d para Ca, Sc, V, Fe y Zn en sus estados
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Figura 8.36(b) Funciones de distribucion radial 4s.
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Figura 837 Funciones de distribucion radial 3s, 3p, 3d y 4s del escandio.

domina sobre (Z éﬂ) . En

resulta mas dominante sobre G, que lo que <Z £i>
{ d

) s

conclusién,
CEYq > {E)s

lo que hace a la configuracion s mas estable.
En la figura 8.38 se muestra un diagrama con las energias correspondientes.

(E> Configuracion Términos

[Ar](3d)’ e
——————————— <\\\\
T~ ’D, 2
[Ar](4s)' 2
——————ir. | o e e e ———————— S |

Figura 8.38 Energia total de las configuraciones «s» y «d» del potasio.
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Vemos, entonces, que las energias totales y no las orbitales son las que
deciden sobre la estabilidad de los dtomos.

La energia total sirve para interpretar estabilidad y las orbitales sélo pueden
asociarse con energias de ionizacién. Es decir, de acuerdo con la aproximacion
de Koopmans (8-110), lo tnico que implica

Eay> 3y
€s que para las energias de ionizacion se tenga
Iy <13y

Este ejemplo del potasio es valido para los metales de transicién.

Para el escandio, por ejemplo, el electrén mds facil de ionizar es el 4s y no
el 3d. Por tanto, las configuraciones basales de los iones mono y dicargados
del Sc son:

Sc*: [Ar](3d)'(4s)!
Sc*2: [Ar](3d)!

Entonces, aunque el potasio y el Sc** tienen ambos 19 electrones, uno presenta
la configuracién basal con el decimonoveno electron en 4s y el otro en 3d.
Por eso, el principio de construccién es valido s6lo hasta 4tomos e iones con
Z < 20. El Sc*? viola el principio de construccién, al igual que todos los iones
uni o divalentes de los metales de transicidn.

Como vemos, el problema esta en confundir las energias orbitales, que sélo
representan un potencial de ionizacién, con la energia total, que es la que
decide sobre estabilidad.

Lo cierto es que para los metales de transicion los términos atémicos
provenientes de las configuraciones [Ar](3d)"(4s)? tienen energia muy cercana a
los de la configuracion [Ar](3d)"* 1(4s)!.

Para el escandio, por ejemplo, los términos correspondientes a cada
configuracion son:

(d)'(4s)?: 2D
(3d)*(4s)': *F, *P, 2G, 2D, 2P, 2§

El ?D de la primera configuracion esta poco mas de 1 eV por debajo del *F de
la segunda, asi que la configuracién basal del escandio es la [Ar](3d)'(4s)>.

En la figura 8.39 se presenta la energia de los términos de ambas configura-
ciones para los metales de transicion de Ia primera serie.

Por ejemplo, el circulo en el escandio muestra la energia del 2D de la
configuracion (3d)'4s>. El par de puntos por encima corresponden a los
términos *F y 28 de la otra configuracion. Entre estos extremos se encuentran
comprendidas las energias de los términos restantes: ‘P, G, ’D y ?P.

En el titanio, el término con Ia menor energia es el *F de la configuracion
(3d)*(4s)%. Sin embargo, ya existe sobreposicién en la energia de ambas
configuraciones, como puede verse en la figura 8.39.
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siempre que las energias orbitales del core sean las mismas para ambas
configuraciones. Pero jqué sucede con la repulsion G?

Puede verse, de la figura 8.35, que el orbital 4s tiene una funcién radial
mucho mas penetrante que la 3d. Debido a ello, la repulsion entre los
electrones del core de argén y el electron 4s resulta ser mucho mayor que
aquella entre los mismos electrones de core y el 3d. En conclusion, se espera
que G, > G,.

Rn, l(r)

AN

\
\
1
\ N\4\— 3d
\\_7 RN
0 "’A‘ /// ™ \\~, e
/
="
-1
0.01 0.1 i 10 r(ua)

Figura 8.35 Funciones radiales R, ,(r) para el escandio. Es notable, como en los orbitales
hidrogenoides, el caracter mas penetrante del orbital 4s frente al 3d. El cuadrado de estas
funciones representa la densidad de probabilidad de existencia del electrén descrito por
cada orbital.

Vemos, por tanto, que la decision no es facil de tomar o, mas bien, que no
puede ser tomada con argumentos puramente cualitativos. Por una parte, la
configuracién d tiene menos suma Y &, pero también un menor término G,

i
para ser restado, mientras que para la configuracion s, aunque Y &; resulta
i

mayor, existe un mayor término de repulsion G;.
Solo al realizar un calculo Hartree-Fock puede evaluarse cudl de las dos
configuraciones tiene menor energia, y ésta resulta ser la s, debido a que G,
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Figura 8.36(a) Funciones de distribucién radial 3d para Ca, Sc, V, Fe y Zn en sus estados

basales.
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Figura 8.36(b) Funciones de distribucion radial 4s.
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Figura 8.33 Funciones de distribucién radial 3s para escandio (Z = 21), vanadio (Z = 23),

hierro (Z = 26) y cinc (Z = 30).

Las funciones radiales R, (r) y Ra4(r) para el escandio pueden consultarse
en la figura 8.35. Asimismo, las funciones de distribucion radial 3d y 4s para

varios metales se presentan en la figura 8.36. Las conclusiones que pueden

obtenerse son:

— Fl orbital 3d, aunque no es tan penetrante (en la zona mas cercana al
nicleo) como el 4s, presenta una distribucion mas cargada hacia distan-
cias cortas del nucleo. Para el Zn podria decirse que es un orbital de

core.
— FI orbital 4s es, definitivamente, el de valencia, pues los maximos de la
funcion de distribucién siempre estan por encima de 2 unidades atomi-
cas. Las propiedades quimicas de estos elementos dependeran, por tanto,
de este orbital, y no del 3d, aunque este ultimo es el que va siendo

llenado con electrones a lo largo de la serie.
Las cuatro funciones se presentan juntas, para el escandio, en la

figura 8.37.
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Figura 8.34 Funciones de distribucion radial 3p.

Hemos visto que &,, es mayor que &,, ;Cémo se explica entonces que el 4s deba
llenarse primero para obtener las configuraciones electronicas que estan de acuerdo

con la periodicidad de los elementos?

La respuesta debemos buscarla, por tanto, no en las energias orbitales, sino
en la expresion para la energia total del 4tomo (8-108), que ademads de contener

la suma de los eigenvalores orbitales, incluye a la energia de repulsién G:
(E)yp =) &, — G.
Uno puede pensar en las configuraciones siguientes para el potasio, con

Z =19:
configuraciéon s: [Ar](4s)’

configuracion d: [Ar](3d)!

i

Como &4 > &34, la suma ) &, es mayor para la configuracion s, pues

Qs+ 283 + - +683,) + 64y > 28+ 26, + - + 66;,) + &34
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Figura 8.39 Intervalo de energia donde se encuentran los términos de las configuraciones
(3d)'(4s)? y (3d)"* '(4s)'. El area oscura corresponde a la ultima, que es la basal para cromo
y cobre. (Tomada de R. Hochstrasser, J. Chem. Ed., 1965, 42, 154.)

Para el vanadio, la zona de sobreposicion aumenta, y en el cromo, resulta
con la menor energia el término S de la configuracion con un solo electron s.
Uno de los componentes de este término es aquel con Ms = 3, que corres-

ponde al diagrama
—T—— 4s

+++ -+ +
donde todos los electrones tienen espines paralelos. El hecho de que el S
domine sobre el D de la configuracion (3d)*(4s)?, se debe a que el efecto del
intercambio se maximiza para la mayor multiplicidad del espin (regla de
Hund), y es especialmente importante cuando se presentan capas electronicas
semillenas, como en el cromo, o llenas, como en el cobre.

La explicacién que la mecdnica cudntica da a la regla de Hund de madxima
multiplicidad del espin es que las integrales de intercambio conducen a una menor
repulsion entre los electrones.

Véase que en el término G (8-109) de la energia total (8-108), el intercambio
K;; aparece con signo negativo. Asi, un alto efecto de intercambio, como en
cromo y cobre, debido a espin alto, conduce a una baja energia total y, por
tanto, a una estabilidad alta del atomo.

Del manganeso al cobalto, no hay duda de que el término con menor
energia corresponde a la configuracion (3dy"as>.

Algunos términos excitados del Mn no han sido perfectamente caracteriza-
dos, asi que sélo aparece un circulo en la figura 8.39.
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Para el niquel, existen términos de ambas configuraciones con energias muy
similares. Finalmente, el cobre adquiere la configuracion basal (3d)'%(4s)'.

Concluimos, entonces, que en los metales de transicion existen multitud de
estados cuanticos con energia cercana a la basal, y se presenta una interaccion
fuerte entre las configuraciones con uno o dos electrones 4s.

Ademads, las capas electréonicas llenas (como en los gases nobles o en el cobre) y
semillenas (como en el nitrégeno o en el cromo) dan a los 4tomos mayor estabilidad.

En la segunda serie de metales de transicion este efecto se vuelve auin mas
notable. Son varios los atomos donde la configuracién basal contiene un solo
electron s: Nb, Mo, Ru, Rh y Ag. Incluso en el platino, los electrones 5s
desaparecen y se llena totalmente la capa 4d.

En la figura 8.40 podemos ver que al modificarse la configuracion basal en
cromo y cobre, el eigenvalor 3d (y ligeramente el 4s) sufre una modificacion
sobre la tendencia que tenia previamente. Asi, este fenomeno es tan complejo
que afecta también a las energias orbitales.

30+

1.5k

—£340 — g4, VAL

1.0 4s

0.5+ .
S Cr Cu

0.2

1 1 T 7 T T 1 1 T 7T T T 71T T 1
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 Z

Figura 8.40 Energias orbitales 3d y 4s para elementos del tercero y cuarto periodos en sus
estados basales. ( Tomadas de las tablas de Herman y Skillmann.)
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La polémica sobre la reproduccion tedrica de las configuraciones basales de
los metales de transicion sigue en boga, como puede consultarse en la
referencia de Bauschlicher de la bibliografia.

8.3.7 La energia de correlacién

Puede verse, en la tabla 8.10, que los resultados obtenidos para la energia total
usando el método de Hartree-Fock son muy cercanos a los experimentales. En
general, resultan sisteméticamente alrededor de un 19 por arriba de ellos.
Desde este punto de vista, puede pensarse que son magnificos resultados. Hay,
incluso, quien cree que la aproximacion de apantallamiento (Slater o Clementi-
Raimondi) es mas que suficiente. No obstante, en quimica cuantica, la mayor
parte de las veces las energias totales no son de primordial interés. Mas bien,
las diferencias de energia entre dos estados son los datos mas utilizados.

Diferencias de energia:

— Entre dos términos atémicos (espectroscopia).

— Entre productos y reactivos en una reaccién (termoquimica).

— Entre diferentes conformaciones de una molécula (estereoquimica-energética).
— Entre un dtomo y un ion (potenciales de ionizacién).

Resulta que estas diferencias de energia son también del orden del 19 de las
energias totales de 4tomos y moléculas. Por ello, pequefios errores en el calculo
de energias totales conducen a grandes errores en diferencias de energia, dando
al traste con las posibles interpretaciones del fenomeno involucrado.

Por esta razon, muchas veces resulta imprescindible ir mas lejos que la
aproximaciéon de Hartree-Fock, ya de por si compleja.

Debido a lo generalizado del método de Hartree-Fock, se le emplea como
punto de referencia para calculos mas precisos.

Se ha definido a la energia de correlacion como la diferencia entre el eigenvalor
exacto del hamiltoniano y su valor esperado en la aproximacién de Hartree-Fock:

|7Ecorr = Eexaclo - <E>HF‘ (8-113)

En E,, se incluyen, por tanto, las interacciones instantdneas entre electro-
nes no tomadas en cuenta en el método de Hartree-Fock, donde cada electron
se calcula moviéndose en el campo eléctrico promedio de los restantes.

En la tabla 8.11 pueden observarse los 6rdenes de magnitud de las energias
de correlacion para algunos atomos.
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Para introducir la correlacion electronica en las funciones de onda se
emplean generalmente dos métodos: 1) incluir coordenadas inter-particulas ryj,
y 2) describir la funcién de onda como una combinacién de determinantes de
Slater correspondientes a diferentes configuraciones (interaccion de configura-
ciones). Por rebasar los limites de este texto, no analizaremos aqui estos
métodos, aunque es importante saber que existen y superan los resultados del
Hartree-Fock.

Con lo hasta aqui visto en este capitulo basta como panordmica de los
conceptos mds importantes —para un quimico— respecto a la teoria atdmica
moderna.

ATOMO Eur Ecorc
He —2.8617 —0.0420
Li —7.4327 —-0.0454
C —37.6886 —0.155
Ne —128.5470 —0.38
Mg —199.6145 —-0.43
Cl —459.4819 —0.67

Tabla 8.11 Energias de correlacién (en hartrees)
para algunos atomos. ( Tomadas de J. S. Sims y
S. A. Hangstrom, Phys. Rev., 1971, A4, 908.)

84 RESUMEN

Este octavo capitulo inicia el cierre de un circulo que partié en el primero,
cuando se hablo de la manifestacion periddica de los elementos. En ¢l se revisa
el principio de exclusion de Pauli, presentado en el capitulo 5, pero ahora bajo
el rubro mas general de «principio de antisimetria». Este permite complemen-
tar a la ecuacidén de Schroedinger y sus soluciones con las funciones convenien-
tes del espin.

El atomo de helio se discute con mayor amplitud, introduciendo términos
importantes, tales como: funcion-determinante, apantallamiento, intercambio,
método variacional y método de perturbaciones.

El tema de momento angular y términos atomicos sirve de base para la
comprension de los espectros.

Para atomos polielectronicos, se muestra cdmo la teoria cuantica moderna
ha dado una explicacion cabal a la periodicidad quimica y a multitud de
hechos experimentales ante los cuales solo se tenian disponibles algunas
explicaciones o tendencias empiricas.
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PROBLEMAS

1 Los operadores de escalera para el espin se definen como

§,=8.+i8, ; §_ =8, —i,
y tienen la propiedad de actuar sobre las funciones del espin de un electréon
anuldndolas o intercambidndolas:
$42-=0 ;o Sex- = hys
S xr=hx- ;5 35y =0
a) Verifique que el operador §* = §2 + §2 + 52 puede expresarse como

2

§ =§,5_ + 8 —hs,

b) Maediante esta ultima ecuacidén, demuestre que
Sxe = (s + DIy

§2y_ =s(s + 1jh%y_
donde s = 1/2.

c) Para un sistema de dos electrones pueden construirse los operadores
Se =8, +58,, 5 S_=5_,+5, ; Sz =8, +3,
donde §.,, §., v §,, son los operadores monoelectronicos manejados en el
enunciado, que sélo afectan a las funciones del espin del electréon 1y §,,,
§_, y 8, las que solo actian sobre las del electron 2.
Aplique el operador
§2=8,8_+ 8-S,
sobre las funciones (8-19) del triplete del helio para verificar que
§23¢ = S(S + Y23, con S =1 para i = —1,0,1
d) Vuelva a aplicar $? del inciso c), pero ahora sobre la funcién singulete *&,
de (8-20), para demostrar que
S§21¢, = 8(S + 1)h2 ¢, pero con S =0
2 Generalice el inciso c¢) del problema anterior para sistemas de tres electrones y

demuestre que las siguientes funciones de espin estan caracterizadas por los
nimeros cuanticos indicados:

1
S
1
b) = —z[xv(l)X-(2)1+(3) — 1-(x+2)x-3)]

S=1/2, Mg= —1/2
3 a) Escriba el hamiltoniano completo para el atomo de litio.
b) Escriba la ecuacion de Schroedinger electrénica para el litio.
4 Consulte en la bibliografia (Johnson-Pedersen, pag. 236; Eyring-Walter-Kimball,

pag. 369; Pilar, pag. 179) como es que la siguiente integral tiene un valor tan
simple:

a) %y, = [r-Wx+2x-3) + x+Dx-Dx+G3) + x+(Dx+(2)x-3)]

S=3/2, Mg=1/2

Exq L 2(2dv, dv. =§Z
¢1s() ls() 1 2 8
Fi2

donde ¢, es la funcién 1s hidrogenoide.
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Aprovechando la integral del problema anterior, demuestre que el valor esperado
de la energia (8-42) para el helio, usando la funcién de onda (8-41), resulta ser
(8-43). Sugerencia: Escriba el hamiltoniano (8-22) asi:

. 1 VA 1 z* zZx—-z)y (Z*x—-2) 1
H=<——V%—>+<—5V§——>+( )+( )+ﬁ

"y r r; Fi2

y recuerde que (8-41) es una funcion propia de la suma de los dos primeros términos
de este hamiltoniano. Si existiera alguna duda, consulte en la bibliografia (La Paglia,
pagina 98).

Verifique que la expresion (8-57) no es mas que un calculo de correccién a primer
orden del eigenvalor E de la ecuacién de Schroedinger, usando la teoria de
perturbaciones.

El estado no perturbado corresponde al atomo de helio en la aproximacion de
electrones independientes, y la perturbacién, al término 1/r,.

Escriba una funcion determinante que corresponda al estado basal del dtomo de
nitrogeno.

En los experimentos de Stern y Gerlach, dtomos de plata se hacian pasar por un
campo magnético heterogéneo, sufriendo el haz original un desdoblamiento en dos.

oo | > \i<
J5\ 7

a) Consulte este experimento en la bibliografia (Merzbacher, Karplus-Porter).

b) De acuerdo con el término basal de la plata, jes congruente el experimento
con dos orientaciones del momento angular total?

c) (Qué sucederia si el experimento se realizara con un metal alcalino?

d) (Es éste un experimento que demuestre la existencia del espin electrénico?

Para las siguientes configuraciones de capa abierta de valencia, identifique los
términos que faltan:

a) (2p)°(3p)*: 3P, °D, 'P, 'D...

b) (29)'2p)s: *P...

c) (3d°(4s)*(dp)': 3P, °D, 'D...

¢En cudl de los términos basales de los siguientes dtomos hay un error?
a) Calcio, 'S, b) Nitrogeno, *S;,,
¢) Cobalto, *F,, dj) Aluminio, 2P,

Indique cudl es el término del estado basal del:
a) Lantano. Configuracion [Xe](6s)%(5d)!
b) Cerio. Configuracién [Xe](4f)'(54)"
¢) Neobio. Configuracién [Kr](5s)'(4d)*

Verifique que una configuracion f2 o f'! genera los términos espectroscopicos
siguientes:

°H, °F, *P, 'L 'G, 'D, 'S
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Verifique que el nimero de formas de colocar tres electrones en un nivel f es
congruente con los siguientes términos y su degeneracion:

‘L *G, *F, *D, *S
2L, 2K, 21, 2°H, 2°G, 2°F, 2°D, *P

(Por qué la serie P del sodio consiste en lineas dobles con una pequeifiisima
separacion?

a) Usando las cargas nucleares efectivas de Clementi y Raimondi, obtenga la
energia total de Li, Li*, Li*" y, con ellas, calcule los tres potenciales de
ionizacion del litio.

b) Compare sus resultados con los experimentales:

I, =0.198, I, = 2.783, I, = 4.50 hartrees

Otra aplicaciéon de las cargas nucleares efectivas es la estimacion del tamafio
relativo de los atomos. Si Z* es la carga nuclear efectiva del orbital mas externo
del atomo (con numero cuantico n), un radio efectivo puede estimarse como

2

n

Fop = % (u.a.)

Obtenga los valores de r,, para los eclementos del K al Kr, para los cuales
el orbital de valencia tiene n = 4. (Utilice las Z* de Clementi y Raimondi de la
Tabla 8.9.)

Basindose en sus resultados de carga nuclear efectiva (Tabla 8.9), Clementi y
Raimondi generaron las siguientes ecuaciones para los apantallamientos totales que
sufren los electrones en cada orbital:

a,,= 03[N(Is) — 1] + 0.0072[N(2s) + N(2p)]

+ 0.0158[N(3s) + N(3p) + N(4s) + N(3d) + N(4p)]
7, = 1.7208 + 0.3601[N(2s) + N(2p) — 1]

+ 0.2062[ N(3s) + N(3p) + N(4s) + N(3d) + N(4p)]
6, = 2.5787 + 0.3326[N(2p) — 1] — 0.0773N(3s)

— 0.0161[N(3p) + N(4s)] — 0.0048N(3d) + 0.0085N(4p)

1 = 84927 + 0.2501[N(3s) + N(3p) — 11 + 0.0778N(4s)
+ 0.3382N(3d) + 0.1978N(4p)

a3, = 9.3345 + 0.3803[N(3p) — 1] + 0.0526N(4s)
+ 0.3289N(3d) + 0.1558N(4p)

15.505 + 0.0971[N(4s) — 1] + 0.8433N(3d)
+ 0.0687N(4p)

G4 = 13.5894 + 0.2693[N(3d) — 1] — 0.1065N(4p)
04, = 24.7782 + 0.2905[N(dp) — 1]

Oas

P

N(i) es el namero de los electrones que ocupan el orbital i. Zf = Z — o, seria la
formula para calcular las cargas nucleares efectivas.

Empleando estas ecuaciones, obtenga los cinco primeros potenciales de ioniza-
cién del calcio y comparelos con los experimentales (0.5898, 1.1454, 4.9120, 6.474 y
8.144 MIJ/mol).
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Francois y Pujol (J. Chem. Phys., 1979, 71, 1066) han hallado relaciones simples
entre la energia orbital de Slater, &7 en (8-100), y las que se obtienen del método
autoconsistente de Hartree-Fock, &F. Para dtomos o iones con configuracién
(1s)*(2s)?, las ecuaciones son

6 = AZ,0,,,1)83(Z1) — B(Z2, 04, ,)85,(Z3) & = A(Z4, 6, ,)E5.(2Z3)

donde
A(Z,0) =(Z — 36)/(Z — o)
B(Z, 0) = 46/(Z — 20)
Z1 =(Z = 0,1, Z2 = Z — 0, 44
Z3=1722—20,, Z4 =2 — 20, 5,

o; ; es el apantallamiento provocado por el orbital i sobre el j, segun las reglas de
Slater.
a) Obtenga el eigenvalor 2s de Hartree-Fock con estas ecuaciones para la
serie isoelectronica:

BC, B+, C2+, N3+, O4+, F5+, Ne6+

b) Compare sus resultados con los siguientes datos experimentales para el
potencial de ionizacién 2s (en hartrees):

Be: 0.343 04+ 4.188
B*: 0.924 F3+: 5.718
C*: 1.761 Ne®*: 7.620
H3*: 2.848

Construya un diagrama de desdoblamiento energético como el de la figura 8.24,
pero para un dtomo con configuracion (2p)°. Calcule los valores de g, para cada
término de la columna (c) de la figura.

Use funciones hidrogenoides con la carga nuclear correspondiente a las reglas de
Slater para construir la densidad radial del nitrégeno en la configuracion
(15)*(2s)*(2py>.

Calcule la longitud de onda, A, para las transiciones

P, 38,
para Ca, Mg y Be a partir de los siguientes datos de energia (en cm™'):
Ca Mg Be
J=0 34 146.9 39819.1 532129
Py =1 34094.7 39 798.7 532122
J=2 339889 39758.0 53209.8
38, J=1 17765.3 20471.7 231103

(La regla de seleccion para J es AJ =0, +1.) ;Qué comentario puede hacer de la
magnitud de la interaccion espin-oOrbita conforme aumenta el nimero atémico?

El d4tomo de helio puede emplearse como modelo en fotoquimica. Con su ayuda
pueden interpretarse, simplemente, fenomenos como la fluorescencia y la fosforecen-
cia. Investigue en qué consisten estos fendmenos y ejemplifiquelos en el helio. (Una
referencia puede ser: Richards, W. G., y Scott, P. R., Structure and Spectra of
Atoms, John Wiley, Londres, 1976.)
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